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Introduction (Rappels de la problématique, des objetifs et des
taches a effectuer)

1. Rappel de la problématique

La modélisation mathématique des phénomenes atmagpdscomprenant les nuages et la précipitation es
fort souhaitable pour les intéréts pratiques paunétéorologie et 'pour I'intérét croissant suclienat. Mais, a
cause de la complexité du probleme qui concern&lzanique des fluides décrivant le déplacemeriatalinsi
gue la microphysique décrivant la transition de sghale I'eau dans l'atmosphere, les modélisations
mathématiques précédentes ([MD], [LTW], etc.) nétapas satisfaisantes. Notre tache est doncapmger un
modele cohérent du point de vue mathématique ginsidu point de vue physique pour le mouvement de
'atmospheére avec la transition de phase de I'eaicohérence mathématique d’une telle modélisat@mnétre
examinée avant tout par la question : le systeraguditions proposé est bien posé (ededire, il admet une
solution locale et une seule de maniére continnegmport aux données). Se pose également la qnestine
éventuelle solution stationnaire ou globale dansgelaps ; en outre les conditions aux limites posied
problemes délicats. En outre pour tester la stéhiies phénoménes modélisés, il est utile d’exandnmesure
invariante pour les équations sous des perturlmtginchastiques. On devra proposer des modeéles des
phénoménes locaux ou de situations particulieresjut servira également comme examen de la valdiité
modele visavis de la réalité physique.

2. Objectifs

Le but de ce projet de recherche est de proposeta siase de la description physiqgue des phénomenes
atmosphériques et météorologiques, un modele matigie du mouvement de I'air avec la transitiorpbase
de I'eau et de I'analyser du point de vue mathé&yuoatiLa base de cette recherche est la théoriéqietions de
la mécanique des fluides, qui sont généralemenégieations aux dérivées partielles non linéaires.
Notre travail principal est d’'insérer de maniererecte dans ces équations les éléments de micrigpieyst de
thermodynamique qui décrivent le processus de itransde phase de l'eau dans l'atmosphere et son
conséquence comme la formation des nuages, lgpjiedicin, le changement de la température dO aadear
latente. Nous devons examiner la cohérence matigireatdes systéemes d’équations proposés et leur
correspondance aux processus physiques réellggrgculier nous devons proposer des systemes aliémns
modélisant des phénomenes particuliers ou locansi gue des modeles stochastiques et ces modélesito
étre confrontés avec les réalités spécifiques yptisneelles de I'environnement qui intéressentipalierement
les collectivités locales.



3. Taches a effectuer

(1) Examiner la cohérence des modeéles proposésesomouvement de l'air avec la transition de phase
(condensation — évaporation) de I'eau et apporéaedtuelles corrections a ces modeles.

Pour ce faire

(1-a) Etudier les processus microphysiques coaoeda formation des gouttelettes et des morceawate
dans I'atmosphére et examiner la correction deetzption des processus microphysiques dans ldglp®
proposes.

(1-b) Etudier, dans le cadre de la théorie deatoyus aux dérivées partielles, les équations déragté pour la
densité de I'eau en trois états.

(1-c) Chercher la solution stationnaire ou la 8otuglobale dans le temps pour le systeme d’égnatdu
modéle proposeé sous des conditions convenables.

(1-d) Examiner la possibilité de poser les condgi@ux limites qui correspondent a la situatiorlleéde
'atmosphere.

(1-e) Etudier les équations stochastiques de la dynasrdes gaz.

(2) Proposer des modéles mathématiques pour lewptahes locaux ou spécifiques comme la formatien de
nuages dans une zone marquée par la présence tegmesiou la formation des cyclones sur la meraftée.

(3) Ouvrir les discussions sur I'applicabilité desdeles proposés avec des physiciens, des métgoes|et
d’autres opérateurs intéresses.
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1. Introduction

Nousrappelons que I'essentiel de notre travail consistenstruireun modle mathématique suffisamment
détaillé et suffisamment coteint du point de vue meéématique commeu point devue physique, modele qui
décrira le mouvement de I'atmosplén tenai compte de la transition de phase de I'eau qui Sagzagne Un
ensemble de variantes a partir du modéle généralété traitées tel que le cas monodimensionnbidinensionne
correspondant a la chute de pluie en I'absence etqprégBun vent horizontal puis vertical (phénomdas orages

2. Modele mathematique géneral

2.1. Introduction

Nous proposonsn modele général du mouvementl’atmosphere et dgshénomeneatmosphériques et
météorologiques comprenant la description des psusede transition de phase I'eau et de montrer sa
cohérence physiquanathématique.

Depuis quelques décennies ihyeu des tentatives de modélisation mathématic I'atmosphére (voir par
exemple [17], [1P. Méme si ces tentatives étaient bien apprécs dans leurs aspects mathématiq
spécifiques, dans ces modeles mathématiques leatestglobale des phénoménes atmosphériques emapt
la formation des nuages etpegcipitation était loi d’étre satisfaisante. Dans nos travai10], [1], [29], nhous
proposons un systemeédiuations qui résulte des équations du mouved’un gaz visqueux (vc [13]) eny
ajoutant la description des processus de transition dsgleH,O pour cefaire il faut distinguer la densité
I'air sec, celle de la vapeuretu, celle dl’eau liquide et celle dél,0 solidifiée. Pour un systeme légerem
modifié de ce systeme d’équatiamsus démontronl’existence et lunicité de la solution local

2.2. Transition de phase de I'eau

Rappelons dibord les aspects principaux de la transition dgs@lleH,O dans I'atmospheére (voir [16],
[26]). La condensation ou la sublimation inverse a t@and | pression partielle de la vaped’eau dans l'air
dépasse la valeur critiquite pressio de la vapeur saturée, notge(par rapport au liquide) op (par rapport

au solide), les valeur®g =p(T) et p =p(T) dépendent fortement de tampératurT. Or, pour notre

raisonnement il sera commodeautiliser, au lieu de la pression de la vaj saturée, ledensitéde la vapeur
saturée notée w(T) (par rapport au liquide) o7 (T)

(par rapport au solide), déterminée par la rel;
(1) = 2=B(T), T(T) = 1 LB(T)
RgT ! RgT !
ou R, etu, sontrespectivement la constante universelle desiga masse molaire HO.

On rappelle également que la transition de phad’eau provoque Echange c I'énergie, phénomene connu
sous le nom dehaleurlatente Nous désignons p:L,;, Li. et L. la chaleur latente relative a la transit

gazliquide, liquidesolide et gasolide respectivement. Ces valeurs vérifientdkatior



Lgs = Lg[ + Lis-

Pour les relations de physique statistique (v11], [26]) les gouttelettes de diametre ' petit ne sont pas
présentes dans la Nature et la condensatid’eau dans I'atmosphérge produit exclusivement sur les noyi
dits aérosols En outre, on observe que di’ atmosphére, méme aux températures inférieu 0°C, se forment
d’abord les gouttelettesehu liquide et puis graduellement ces gouttele d’eau se solidifient. Une is formée
des morceaux de cristaux darethospheére, iy aura le processus de sublimatior gaz en solide.

Pour décrire le mouvement de l'air avec la tramsitie phase cl’ eau, nous considérons les quantités physi
suivant:

p : densité de l'air sec .

m : densité de la vapeur d’eau.

Oim) : densité de au liquide contenue dans les goutteletti masse M .

o«m) : densité de I'eau solidifiéontenue dans les morceau: glace de massem .
v = (V1, V2, V3) :vitesse de l'air.

u, (m) = (u, ,(m), u, ,(m), u, ;(m)) : vitesse des gouttelettes masse M .

Us(m) = (Ug1(M), Us2(M), Usa(M)) : vitesse des morceaux de glace de maBse

T : température,

P : pression.

Ici, par l'air SeC on entend toute la partie de l'air except¢ molécules de H20 . Ces quantités sont a
considérer comme fonctions de la positicy et du temps 71 . en outre Oim), Osm), U (M), Us(mM)

doivent dépendre également de la maim de la gattelette ou du morceau de gle
Notre modélisation base avant tout sur les équatien: mécanique des fluides (voir par exempl3]). Mais il
est égalemengssentiel de tenir compte des relatiosp”ecifiques de la physique de I'atmosphere (voir

exemple [16], [26], [3]); voir aussi 11] ) . Nous les rappelons ci-dessous.

> Densité de la vapeur saturé® une température donnéT , on trouve la densité de saturatpourla vapeur
d'eau, que nous noton&s1(T) quand elle est considérée sur la surface de liquide et 7s2(T) quand elle
est considérée sur la surface de I'eau solidegplaa vapeur empiriqude 7s1(T) est

Ts1(T) = %Eo.lo—mgi;gw)’ Eo = 6107 (mpay).

(Ro : la constante universelle des ¢ n: la masse molaire deH20) .

» Chaleur latente la transition de phase de I'eau provoque la variade I'énergie thermique. Pour décrire

phénoméne nous désignons phlg/ la chaleur latente relative a la transi gaz-liquide, par Lis celle
relative a la transition liquideelide Lgs celle relative a la transition gaplide. On &

Lgs = Lg/ + L|S'

» Vitesse de la transition de phada transition de phase produit avec une vitesse déterminée pa

conditions physiques. On suppose que le taux deéecmations/évaporation sur cette gouttelette dsgnim
est donné par




hy, (T, mm) = K,m™S (m)(77 - 77:1(T))
S (m) étant la surface d'une gouttelettes de masse
S(m=0 pour 0=m= =
S(m=3(@4n)°'m: pour m>Ms
ou Ma et Ma sontla borne inférieure et la borne supérieeradnasse d'un aérosol susceptible d'étre le

noyau d'une gouttelette.
Analoguement on admet le taux de sublimation sunarceau de glace de masd8 donné par

hgs(T, m;m) = Kom™Ss(m)(r — 752(T)),

S(m) étant la surface (approximative) d'un morceagldee de massem,
S(m) =0 pour OsmsZ ,

2
S(m) = c:m3  pour M > My

2 1 . e .
C: > 35(4n)s . En outre nous désignons le taux de solidificapar Ki<(T, M) et le taux de fusion par
Ks/(T, M) . Pour le taux de solidification il est bon depaler que, comme la structure cristalline est dares

l'atmosphére, méme aux températures inférieuré®’@ se forment d'abord les gouttelettes d'eau ligeide
ensuite elles se solidifient.

> Apparition et disparition de gouttelettes et de osaux de glaceComme dans la Nature ne sont pas présentes
les gouttelettes tres petites a cause de la caddevée de leur surface, qui causerait leur éaiparimmédiate,

et que donc les gouttelettes se forment exclusinerser les aérosols, il nous convient d'introduérdaux
d'apparition de nouvelles gouttelettes et ceuxisigagition de gouttelettes et de morceaux de glace.

Nous supposons que le taux d'apparition de nowsvgbeattelettes de mass8 est

9o (MIN"=N(a, {m])] " [7-77(T)]",

Ou N* est le nombre total de gouttelettes ou de morceauglace qui peuvent étre formés dans l'unité de

volume, N est le nombre dans I'unité de volume des aérosmlsegtrouvent déja dans des gouttelettes ou dans
des morceaux de glace. D'autre part, on supposke gagx de disparition des gouttelettes de masseet celui
des morceaux de glace de masse sont données respectivement par

g1 (M)[z — 7s(T)]~
et par

92(M)[z —7s(T)]

» Coagqulation: Les gouttelettes et les morceaux de glace, geldlede rencontre, peuvent former leur union.
Pour décrire ce phénomeéne on considére la protiabffi (M, m')  de rencontre entre une gouttelette de masse
m et une de massdn' |, la probabilité B<(M, M) de coagulation entre un morceau de glace de ma8se
etun de massem et la probabilité Zis(m, M)  de rencontre entre un morceau de glace de maBseet une
gouttelette de massem' , qui engendre un morceau de glace de magse m'

Ce dernier type rencontre se produit généralemenedempérature inférieure °C et engendre seulement
des morceaux de glace.



Compte tenu des relations citées ci-dessus, nap®pons le systeme d'équations suivant:

v’ équation de la quantité de mouvement de l'air

(0+ WL+ (vON) = v+ (£ + Do) - RO+ 2T+

a h

=y (@ (m) + o (m)dm-(p+ mOg

v’ équation du bilan de I'énergie
(o+ 70, (- +viT) =
T

avj

ov;
= kAT = Ro(r + )TV + 1 20 (G + 5 — 563V,
+Z(D'V)2 + Erad + I‘gIHgI + I‘ISHIs +L,H

gs’ " gs

ﬁvj
x|

v’ équation de continuité de I'air sec

Z+V.(py) =0

v’ équation de continuité de la vapeur d’eau
Z V. (av) = -Hg(T,7, 01(. )) —Hg(T, 7, os(.))
v’ équation de continuité de I'eau liquide

il do(mh,,0,)
6_T+D'(J'U’)+_a[};q/ —

=[h,, — K, (T, Mloi+K,, (T, Mo, +go(MIN* -N(g;, o) [77= 751(T)]" = gy (M77- 72:1(T)]” 0, )bt
+2("B (m-m, m)o, (m)o, (m-m)dm

—mfy B (m, m)o, (Mg, (m)dm' —ma; (m) [;" Z,(m, m)o (m)dm

v’ équation de continuité de I'eau solidifiée

00 s o(mhyso's) B
pe +V.(osU5)+—am =

=[hy— Ky, (T, Mo, + K (T, Mo, - g,(m)[77-712(T)] 0, +
+ % J.m Bs(m-m', m)os(m)os(m—m')dm’
0

-m[’ B.(m, m)o (Mg, (m)dm +m[ Z (m-m, m)o,(m-m)g, (m)d
_mas(m) .[om le(m’ m')0'| (m')dm' ’

8



La pressionp est donnée implicitement par I'expression
p = Ro(pua" + mu,)T
(¢a : la masse molaire moyenne de I'a%€C, 1n : la masse molaire de I'eau). Pour la vitedsém, ., .) des

gouttelettes de massén et la vitesse Us(M, ., .) des morceaux de glace de masg&e, nous admettons
I'approximation

u,(m, x, T)=V(x, 7)—(a,(m)*Og ,
us(m, x, T) = V(X, 7) = (as(M)) V¢ |
Enoutre Hy et Hgs sont définis par

Hy (T, 75, () = | hy (o, (m)dm
Hos(T, 7, 05(.)) = [ hos(m)os(mydm

Le symbole Hy désigne la quantité totale de solidification eufasion d'eau, qui est la somme de différents
processus de solidification et de fusion. En outre,{ sont les coefficients de viscosités est le coefficient
de thermoconductibilité,, (M) (resp. as(m)) ['effet de friction entre l'air et les gouttedatt(resp. morceaux
de glace) de massén, ¢ le géopotentiel.

2.3. Solution locale du systéme général

Les quantités physigues que nous avons a traitefasdensité de I'airsec p, la densité de la vapeur d'eayla
densité de I'eau liquide;(im) contenue dans les gouttelettes de masska densité de lie: solidifiée o,(m)
contenue dans les morceaux de cristaux de masda vitessev = (v4,v,,v3) de l'air, la vitessay,(m) =
(w1 (m), u (M), u;3(m)) des gouttelettes de massg la vitesseu,(m) = (us1(m), us2(m), us3(m)) des
morceaux de cristaux de massg la températurd” et la pressiomn.

Nous rappelons que d’aprés les principes de lamgua des fluides (voir [11]) et la descriptionlderansition
de phase de I'eau introduite ci-dessus, nous cérwsig :

L’équation de la quantité de mouvement de l'air
(3.1) (p+7r)( “tw-Mv)=nav+( +—)|7(l7 v) +
~RoV (& +T) = [ (1(m) + o5(m))dm + p + |V,
L’équation du bilan de I'énergie
(3.2) (p-I-TC)CU( +Z] 1 Ja )—KAT Ro(— —)TV-17+

av]

al al
151G+ 52 = 3047 V) o

+ {(V 17)2 + E-,-ad + Lng 1 + LlSHlS + LgngSl

L’équation de continuité de l'air sec

(3.3) %+ V- (pv) =0,

9



L’équation de continuité de la vapeurd ‘eau
on
(34) = +V-(mv) =—Hyu(T,m,0,()) = Hgs(T,m,05(-)),

L’équation de continuité de I'eau liquide

d(mhg0)) _

do
(3.5) T +V-(ow)+—7r—=[hy — Kis(T,m)]o; + Ka(T,m)os +

+go(M)[N* = N(oy,09)]* [r = T(T)]* = g1(m) [ — 7(T)] "0, +

+ mfmﬁl (m—m,m)o,(m)o,(m—mHdm —m fooﬁl (m,m"a,(m)o;(m)dm’ +
2 Jo 0

—ma,(m) fooZlS (m,m)a,(m"Hdm'’
0

Et’équation de continuité des cristauxd ‘eau

(36) L4V (oquy) + 1) <

am

= [hgs - Ksl(T; m)]as + Kls(T' m)al - gz(m) [TC - E(T)]_O-s +
m m r 1. 1. 1. r « 12 12 r
+—j Bs(m —m,m)a;(m)o,(m —m)dm —mf Bs (m,m)o,(m)as(m)dm +
2 Jo 0

+m foleS (m —m’,m)o,(m —m"o,(mHdm' — mas(m) fgoZlS (m,m)o,(m"Hdm'.
Dans les équation€.1) — (3.2) la pressiorp est donnée implicitement par I'expression

p = Ro(pug* + mup T

( u, : la masse molaire moyenne de l'airc, i, : la masse molaire de I'eau). Pour la viteagen,-,-) des
gouttelettes de masse et la vitessas,(m,,,-) des morceaux de cristaux de masgenous admettons qu’elles
sont données par les relations

B7) wmxt) =v(xt) - (,m) 7o,
(3.8) us(mxt)=v(xt)— ((y,(m) V.

Dautre parth, (m) et hy(m) désignent la quantité de la condensation/évaporatir une gouttelette et celle
de sublimation sur un morceau de cristalHj® et ont la forme

(38.8) hg(m)=hy(T,m;m) = Kym~1S,(m)(m — 7(T)),
(3.10) hys(m) = hys(T,m;m) = Kom~ 1S (m) (wr — 7(T)),

ou K, et K, sont les coefficients de la vitesse de condensatial ‘évaporation et de celle de sublimation (en
deux directions). Les fonctiond (T, m,a(-)) et Hy(T,m, a(-)) désignent la quantité totale de la condensation
10



(ou évaporation) et celle de sublimation inversgateen solide (ou sublimation de solide en gazigieé et ont
la forme Hgy(T,m, 0,(-)) = fowhgl (m)a,(m)dm, Hye(T,m,0,(-)) = f(;”hgs (m)as(m)dm, Le symboleH
désigne la quantité totale de solidification oufasion de I'eau, qui est la somme de différentcessus de
solidification (et de fusion). En outre;, ¢ sont les coefficients de viscosite, est le coefficient de
thermoconductibilité (y;(m)1 ‘effet de friction entre I'air et les gouttelettds massen, @ le géopotentiel,
E..q la contribution de la radiatior(m, m") la probabilité de rencontre entre une goutteldétenassen et
une de masser, 8,(m,m’) la probabilité de rencontre entre une goutteligtenassen et une

de massen’, B (m,m) la probabilité de rencontre entre un morceau deatde H,0 de massen et un de

massem’, rencontre qui engendre l'union de des deux mosGe&,, et K, sont les coefficients de
solidification et de fusion, ef;;(m,m") est la probabilité de rencontre entre un morceaarstal deH,0 de
massem et une gouttelette de masse

2.4. Existence et unicité de la solution locale

Considérons maintenant le cas du systehiéquations dans un domaidec R® borné muni d’'une frontiére
réguliére avec trois états d&,0. Nous posons les conditions aux limites

(4.1) v|go =0,

1 1

— 2—, —
(42) Tlog=T €W, * *(302x]0, t; [), infT(x,t) >0, t; > 0.

D’autre part pour les conditions initiales on sugpque

2

(43) v(,0) =vo() EW, P(2), vol,y =0,

2

4.4) T(,0)=Ty() € qu_a(n), inf Ty (x) > 0, Tolyy = Tl,_p»
(4.5) p(,0) =po(") € W,'(2), infpy(x) >0,
(4.6) m(,0)=m(") € W), infrme(x) >0,
4.7)  01(,0) =000, ) € Wy (Ry X ), 010(57) 20,
(4.8) 04(,0) =040(, ) € Wy (Ry X 02), 05p(5) =0,
(4.9) 3IM =m, — tel quea;o(m, x) = a4o(m,x) =0 si m €]0, my—] U [M, ool.
Pour les fonction® et E,,; nhous supposons que

(4.10)® € C3(R), V& -n = 0 surdN ( n estle vecteur normal &n),

(4.11) E,.q €LI(2x]0, t; [ ).

11



D'autre part, pour les fonctiong,(m), (ys(m), K;s(T,m), Ku(T,m), g,(m), g,(m), g,(m), B,(m,m),
B.(mm), Zi;(mm’),7T(T)em(T), nous admettons que chaque fonction est de clasger rapport a ses
arguments, a valeurs non-négatives (y;(m), (y;(m), ©(T),7(T) sont strictement positives) et majorée par
une constante ou, si elle dépendTdeoar c; + c,T avec deux constantes et c,; en outre on suppose qu'il
existe une constanté < «o telle que

(4.12) B,(m’,m") =B (m,m") =Z(m’,m") =0 pourm' +m" =M.
Sous ces conditions on a :

Théoreme : Soientp > 4,2q > p > q > 3. Alors il existe unt > 0 tel que le systeme d'équatio(iz.1) —
(3.5) avec la substitution de,; et Hy, au lieu dehy et Hy, et avec les conditions aux limités.1) — (4.2)
et les conditions initiale$4.3) — (4.9) admette, dans l'intervalle de tem@; t], une solution(v, T, p, T, 6}, a5)
et une seule dans la classe

(4.13) ve W' (Q), TEW/(Qp), T >0,
p € C°([0, t]; Wy (2)), infp(x,t) >0,
m € CO([0, t]; WA (Q)), T = 0, 0y, a5 € C°([0,t]; Wp(Ry X 2)), 0y, 05 =0,
ou
”¢”Wr2’1(0t) = ||¢||Lr(o,t,-wr2(n)) + ”at(p”LT(Qt)! Qt = 1 X]0, t[.

L’idée principale de la Démonstration du théoremesA d’estimelp, m, g, o dansW,l,(!Z) et d'utiliser les
techniques développées dans [32] (voir aussi [14]).

12



3. Modele de la gouttelette en chute

La pluie (Orage, gréle, ...) est une conséquenteamdensation de la vapeur d'eau dans |'atmosehéle
la formation de gouttelettes qui chutent lorsge&ltleviennent suffisamment grandes grace au procekss

coagulation. La condensation d&l20 se produit quand la densité de la vapeur estigupé a la densité de la
vapeur saturée, tandis que I'évaporation auralh@s le cas contraire. Dans cette transition degyhia variation
de la température joue un rdle essentiel pourt@eosation-évaporation.

Nous présentons quelques résultats concernant ta dies gouttelettes en présence du vent (phénomeéne
pluie), ainsi que la variation de l'eau dans lggors désertiques et son corollaire qui est I'dppardu
phénoméne « Orage ».

3.1. Equations des gouttelettes en chute (cas staaire avec le vent horizontal)

1. Introduction

Nous allons considérer des gouttelettes qui, seutaigavec une certaine probabilité, tombent avex u
vitesse qui sera déterminée par la force gravitagtle, la friction entre ces gouttelettes et lairsi que la vitesse
de ce dernier.

Les gouttelettes considérées doivent étre distrfhgéon la masser de chacunel’elles, tandis que la
friction avec 1'air, ainsi que la probabilité deagolation, dépend de la masge Ici nous nous limitons a
considérer I'état stationnaire avec un vent hotialbconstant, en renvoyant I'analyse de cas plogigé&ix aux
études futures.

Du point de vue technique, nous allons considérer éguation intégrdifférentielle pour une fonction
inconnueos = a(m, x,z) représentant la densité (par rapport au volum&ugde I'eau liquide contenue dans
les gouttelettes de masse Nous considérons comme une fonction dépendante de la masse (aeiteetgtte)
m et de la position(x, z) € R?; comme nous supposons que le mouvement de I'aioesidération est un vent
horizontal constant, la position dans la direchionizontale et orthogonale a la direction du venhaous intéresse
pas particulierement. L’équation dans la forme iggéea étre formulée dans le paragraphe suivait (@d)).

Dans ce qui suit, nous allons démontrer I'existezid@inicité de la solution de I'équation avec woadition aux
limites dans les cas respectivement de I'absenseniu(vitesse du vent nulle) et de la présenceethtl (vitesse
du vent non nulle).

2. Position du probléme

Désignons pav(m, x, z,t) la densité de I'eau liquide contenue dans lestglatites de masse au point
(x,z) € 2(c R?) a linstantt € R, c’estadire, la masse de I'eau liquide contenue dans destejettes de
massem qui se trouvent dans l'unité de volume de l'aie hombre, au sens purement statistique, des
gouttelettes de masse dans l'unité de volume sera alors donné par

~ o(mx,z,t
i(m,x,z,t) = (T)
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L’équation de Smoluchowski est normalement formyaéerapport au nombrg = 7i(m, t) de gouttelettes de
massem. Mais nous préférons utiliser la densitépour la commodité pour la modélisation générale de
phénoménes météorologiques (voir [10], [1], [29]).

Nous allons considérer la densitédans le domaine
(2.1) 2=Rx]0,1[={(x,z) ER?*|0 <z < 1}.

On va considérer également la vitesse des gouéslgtti se déplacent a cause de la force graviteilenet
du mouvement de l'air dans lequel elles se trouv&amme l'effet de la friction entre les gouttedstiet I'air
dépend sensiblement de la masse de chaque gdatitieleitesse des gouttelettes doit étre en fonate la masse
m. Nous admettons que la vitesse= u(m) d’'une gouttelette de masse est donnée par

2.2) u=u(m) =@, —(y‘(’;m)),

ou v et g sont des constant€s € R, g > 0), tandis que(y(m) est une fonction de la mass&(y(m) > 0).

Si g, (y(m) etv désignent respectivement I'accélération gravitatéle, le coefficient de friction entre les
gouttelettes et I'air et la vitesse de l'air (déndirection de I'axex), la relation (2.2) correspond, dans une bonne
approximation, a la vitesse réelle des goutteletées I'atmosphere (voir par exemple [30], [1],])29

Si nous considérons la variation dém, x, z,t) due au déplacement avec la vitesse
u(m) des gouttelettes et au processus de coagulabas,aurons

(2.3) 0.0(m,x,z,t) + Vi p - (0(m,x,z,)u(m)) =
m m
= ?f B(m—m',mHo(m,x,z,t)o(m—m',x,z,t)dm' +
0

—m fooo p (m,m')o(m,x,zt)o(m', x,z,t)dm’,

ou V., = (04, 0,), tandis ques(m,, m,) représente la probabilité de rencontre entre onéejette de masse

m, et une gouttelette de mass® (avec la valeur de la probabilité normalisée paport a la masse). Si dans
'équation (2.3) on néglige la dépendance(dgz) € 2, I'équation sera réduite a I'équation de Smolucsiow
(dans une version avec la densitgn, t) = mii(m,t)).

En renvoyant I'étude de I'équatiafiévolution (2.3) a des recherches futures, dapsdeent travail nous allons
nous occuper du cas stationnaire, egedire, nous allons considérer I'équation

(2.4) Vi - (a(m,x,2)u(m)) =

m m
= ?f B (m—m',mHo(m’, x,z) a(m —m',x,z)dm’ +
0

—mfooﬁ (m,m")a(m,x,z)e(m’, x,z)dm’
0
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avec la condition
(2.5) o(m,x,1) =a(m,x).

Comme les gouttelettes tombent de= 1} vers{z = 0} avec la vitesse: = u(m) (voir (2.2)), la condition
(2.5) est une condition “initiale” (ou conditiafientrée) pour les gouttelettes qui partent de Etm (x, 1).

On rappelle que dans la Nature, a cause de la cauti®s élevée de la surface, les gouttelettepettes
s’évaporent immédiatement (voir par exemple [11], [6]) et gliautre part les gouttelettes tres grandes se
fragmentent a cause de la friction avec I'air emwirant. Pour cela, nous nous intéressons a ladorbt densité
o(m,x,z) avecm entre deux extrémitém etm, 0 <m<m <m < oo,

En ce qui concerne la fonctiofy (m), qui représenterait I'effet de la friction entes lgouttelettes et I'air, dans
le présent travail nous supposons @uém) est une fonction strictement positive et suffisantréguliére (par
exemple(y(m) € C1(R,)). Il est utile de rappeler que dans I'état normall'dtmosphérey(m) est une
fonction décroissante et ses valeurs varient skemsémt selon les valeurs der (pour les données
expérimentales, voir par exemple [30]Méme si I'effet de la friction (par I'unité de s®e) croit rapidement
quandm s’approche den, compte tenu de l'absence de gouttelettes tratepéin < m), pour éviter le
raisonnement inutilement compliqué, nous suppogaassup a(m) < co.

Pour la fonctiong (m,, m,) nous supposons que

(2.6) BC.)€C(Ry xR,), f(my,my) > 0V(my,m,) € Ry X Ry,
(2.7)  B(my,my) = B(my,my)

(2.8) B(m;,my) =0 pourm; +m; = m.

Les conditions (2.6) et (2.7) sont des conditionsineles de la fonction de probabilité de rencortee
gouttelettes D‘autre part, la condition (2.8) est une approximmtinotivée par le fait que, comme nous l'avons
déja évoque, dans I'atmosphere les grandes gdtgteubissent également le processus de fragnoentatli
contrebalance la croissance de la population ddtedeties de masse élevée due a la coagulatiote (cet

approximation a éte adoptée méme dans [10], [2])]2
3. Cas de I'absence du mouvement de l'air

Dans le cas ow = 0, le probleme(2.4) — (2.5) se réduit & une famille deproblemes dans le danain
0 < z < 1, paramétrisée par € R. En effet, siv = 0, u(m) se réduit a

u(m) = (0,~ 5.

ce qui nous permed‘envisager le probléemé2.4) — (2.5) séparément pour chaques R.

Donc, en posang(m) = o(m, x) pour chaquex € R et en écrivant(m, z) au lieu des(m, x, z), nous avons
a considérer

(3.1) —d,(c(m,2) (yfm)) == Jo" B m—m',mNo(m', z)o(m—m',z)dm’ +
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-m fooo,ﬁ’ (m,m")o(m,z)o(m’,z)dm’,
3.2) a(m,1) =a(m).
Comme (y(m) ne dépend pas de I'équation (3.1) peut étre écrite dans la forme

(3.3) 9,0(mz) =— %;"’) LB (m—m,m)a(m,z)a(m —m, z)dm’ +

+ .m_(j;(m) fooo B (m,m")o(m,z)o(m’,z)dm’.

Avant de nous occuper de la solution du problg®é) — (3.2), rappelons une propriété importante de
I'opérateur intégral figurant au second membre3dE)(

Lemme 3.1.Soit B(-, } la fonctionintroduitedansle paragrapheprécédentAlors, quelquesoit o () € L*(R,),
ona

com rm ! / ! ! !
3.4) [ ?fo B (m—m',mNa(m)o(m—m')dm'dm +
— [, mJ, B(mm)o(m)a(m’)dm'dm = 0.
Démonstration. En faisant le changement de variables
g=m-m',r=m',

dont le déterminant Jacobien est égal a 1, on a

Iy 515 B m—=m',m)ae(m)o(m—m)dm'dm = [ f0°°"7” B(q,r)o(q)a(r)drdq.
Par conséquent, compte tenu de la symétrie detdiém S

B(q,r) =B q),

ona
| [ Ssanc@otirda=| [ ap@no@otdrds -
0 0 0 0

= fooo fooo mpB(m,m)o(m)c(m’)dm’'dm,
d’ol on obtient (3.4).

L’égalité (3.4)n’est autre que la loi de la conservation de la massur I'eau liquide contenue dans les
gouttelettes.

Proposition 3.1 Soit 3(-) € L' (R,) avec supp(c) c [m, m]. Alors le probléme(3.1) — (3.2) admetune
uniguesolutiono € C([0,1]; L*(R,)) (c’ esta-dire, 'application zo(+,z) est une fonction continue d6,1] a
valeurs dans.'(R,)).

16



Démonstration. Pour résoudre le problén{8.1) — (3.2), on considéres (-, z) comme élément d&'(R,), de
sorte que I'équation (3.3) peut étre écrite darferiae

(35) Z=F(o),

ou
F(0) = F(o)(m) = — ™) j " (m— ', Mo (m Yo (m — m'ydm’ +
29 0
+@ [ B (m,m")a(m)a(m"ydm'.
Posons

(38.6) (s = max|[sup %‘;m)ﬁ(m —m’,m),sup %(m)ﬁ(m,m')].

Alors, en rappelant I'expression @), on a, pour oy, o, € L'(R,),

B7) NF (o) = F@ollim, = Jy | F(01)(m) = F(a,)(m)|dm <

< f f |01 (m) (0(m — m') = a3 (m — m')) + (01 (m") — 05 (m")) 3 (m — m")|dm’ dm +

+Gs [ [ 1@ = 0,00 + (@01(m) = 7,(m)r, o) dim <
0 0
< ¢ (lo = (101 = o3Dlls + Iloy = o3]) * 02l 1) +
6 j (o mlloy = 3lls + o1 (m) — 03 ll03 ]l )dm <

< 2Cglloy = ol (llollp + llozllz)

(pour la propriété de la convolution, voir par exd#r{2]), ce qui montre qué&(-) vérifie localement la condition
de Lipchitz dans la topologie dé (R.). Par conséquent, I'équation (3.5) avec la conlitiitiale (3.2) admet
une solutiono (+, z) et une seule dans un intervalle- § < z <1 avec uné > 0 suffisamment petit.

D’autre part, du lemme 3.1 et de I'équation (3.4)déduit que

(3.8) [, (o(m,2) (yfm))dm = [,"(a(m,1) (y(’;m))dm,

pourvu queo (-, z) existe. Or, la condition (2.8) et I'hnypothesepp (o) < [m, m] impliquent quesupp (o *
7)) c [m,m]. Donc, de la relation

0<c¢<—2_<c¢c,<0Vme m,m
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avec deux constantes, ¢, on deduit qud|a (-, z)||,1(g,) €st uniformément bornée en(pourvu queos ( -, 2)

existe), ce qui, joint a la condition de Lipschdezale, nous donne la solutiar(:, z) de I'équation (3.5) dans tout
l'intervalle [0,1]. La proposition est démontrée.

4. Préliminaires pour le cas général

Pour résoudre I'équation (2.4) avec la conditiorbdo(m, x,1) = a(m, x)), nous allons utiliser I'idée de
transformer I'’équation (2.4) en une équation déféielle ordinaire, comme dans la Démonstrationlade
proposition 3.1, ou on a transformé 'équation 3@ (3.5). Pour cela, nous introduisons le chareggrde
variables(m, x, z) » (M, &, Z) défini par

m=m,
§=x—v“$;’l)(1—z),
zZ=2z

et définissons
&(f,&,2) = a(m x,2) = o(m, & + 5% (1-2),2).

Dans la suite, toutefois, pour éviter la notatiaurdi, on va écrire simplement et z au lieu def et Z et
encoreg(m,§,z) au lieu ded(m,¢,Z), ce qui ne cause pas d’équivoque dans le calamn@® on peut le
constater facilement, dans les coordonn@es:, z) I'équation (2.4) se transforme en

(41) Zo(méz) =

= - —m(zy;m) f " (m — ' mYo G mm, ', €, 2), 230 Gm — G, m — €, 7), 2yt +
0

+ m(j;(m) foooﬁ (m, m’)o'(m, f' Z)O'(m”n(m' m” {_” Z),Z)dm,’
ou

nm,m',§,z) = § + 7R (1 - 7).

Pour reformuler I'équation (4.1) en une équatiorfédéntielle ordinaire et établir des propriétédestide
l'opérateur intégral du deuxieme membre de cetigaton, il nous convient, pour chaques [0,1] fixé,
d‘introduire la famille de courbes

4.2) y,={(m¢§ eRy xR|¢ = T—v@a —2)}L TR
et de définir une mesure sur ces courbes.
Designons paPy, la projection dey, surR,, c'estadire, pour les sousnsemblesd” de Y, 0na

Pr,A = {m € R,|3¢ tel que (m, §) € 4'}.
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La régularité de la fonctiod(m) =7 — Em(l — z) nous permet de définir les ensembles mesurablgs de
g

et la mesureu, sury, par les relations suivantes :
i) A c Y, est mesurable si et seulemenPﬁLA' est mesurable selon Lebesgue Ryr,
i) yy(A') = /,LL'R+(PR+A'), ou Mg, (-) estla mesure de Lebesgue 8ur.

Comme les courbeg , T € R, sont paralleles (c’estdire, définies par la translation gg part dans la
direction de¢, on voit immediatement que la projectidp, etla mesurquy(-) ne dépendent pas de= R.

La mesureu, (-) etant définie sur les courbgs, nous allons éclaircir les relations en:rye(-) et la mesure sur
Y T
R, x R. Pour ce faire, on pose

t(mé&)=&+v

_(y;m) (1-2)

(c’estadire, 7 (m, &) estt € R tel que(m, &) € ;) et on considére la familld des ensembled ayant la
forme

(43) A= {(m' E) € R+ X le € [mlJ my [1 T(m, E) € [TlJ T3 [! }
avec0 <my; <m, < 0, —0 < 7; < T, < 0. Si on définit la fonctioni : U - R, par la relation

A(A) = (my —my) (7, — 74)

pour A = {(m, &) € Ry X Rlm € [my, my[, t(n, &) € [11, T2[}, On constate que, de la méme maniere que la
construction de la mesure de LebesgueRux R a partir de la famille des rectangles, le prolonget deji
définit les ensembles mesurables sgiode R, X R et la mesure sur eux, mesure que nous notonutgyjoet
gue i coincide avec la mesure de Lebesgy&xﬂg sur R, X R; on a en effet

f(A) = HL,R+><R(A)
pour A € U.

Pour les mesureg, et /i ainsi définies et les mesures de Lebesgue , u, p ety p . respectivement sur

R,, m et R, X R, on a les relations suivantes.
Lemme 4.1.SoitA unensemblenesurablgselonLebesguede R, X R. Onpose
A, ={meR,|IEeR telque( m, &) €y, N A},
A, ={teR|FE R telque( m, &) € y, N A}.
Alorsona
(4.4) g m(A =) = [T n, (Adde = [ 1y g (Andw, (dm) = [ p, g (Ay)dm
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(ici et dans la suite I'élément‘intégration par rapport a la mesure de Lebesgéerit directementdm, dt
etc... sans utiliser les notatiopg,'m+ (dm), p; p(d7), p; x(d$) etc...).

Lemme 4.2.Soit o(m, §) € L' (R, x R). Alors, pour tout 7 € R la restriction de o(m, §) a y, appartienta
L'(ypm).

Lemme 4.3Soit o(m, §) € L'(R, x R). Alorsona

j o (m,&)dmd§ = o (m, &)dfi =
R4+ XR R4y xR

-1

T

7 om ) dm))dr = [ ([ omg(m,)dow (dm) =
y -0

=[S0 0 m,&)dd)dm = [7 ([ o (m,§)dm)dE,
ol &(m,T) =1 — 5%’”(1 ~2).

Pour la Démonstration des lemmes 4.1, 4.2 et 4sBiffit d’effectuer les modifications formelles m&saires
aux Démonstrations des théoremes classiques purdeit des mesures et de Fubini (voir par exerfi@$, en
tenant compte de la définition formuléedessus des mesurgs et ji.

Maintenant on est en mesure de transformer I'égud4i.1) en une équation différentielle ordinaifeur cela on
pose

t(m,&,z) =&+ 5%%)(1 —2), Yo"l =y n[0,m] X R.
Cela étant, on peut écrire I'équation (4.1) darferime
(45) 20(2) =F,(0(2), 0(2) = 0(2),
avec

F,(0(2)) = F,(a(2))(m, ) =

_ m(y(m) ! ! ! ! ! ! !
= — g (m—m',m)e(m’',n’,z)o(m —m',n’,z)p, (dm’) +
29 Jlom
T(mé,z)
s Bmm)e(m ', D)a(m, §, D, (dm),

oun etn sonttels que
(m" 77,) € )/‘r(m,f,z): (m - m’, 77,) € )/‘L'(m,f,z)-
L’équation (4.5) doit étre envisagée avec la comdif2.5), c’'esta-dire
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(4.6) o(1)=a(ms, 1) =a(m,$).
5. Existence et unicité de la solution dans le cgénéral

Pour démontrer Existence et l'unicité de la solutitu problémeg(4.5) — (4.6), nous avons besoin de préciser
des conditions sug(m, §). Nous supposons que

(5.1) @(, )€ L'(R, X R) N L®(R, X R),
(5.2) ao(m,&) =0 p.p. dansk; x R,
(5.3) supp(o) c [m,m] X R,
(6:4) NFlle=mxm <y
ou
(55 My=2m<m<m<m <m-— ﬁs%p%;m)ﬁ(m -m,m).

Ici m etm(0 <m <m < o) sont les deux nombres que I'on a introduits dargaragraphe 2. Onadors le
résultat suivant.

Proposition 5.1.Si @(m, ¢) satisfaitauxconditions(5.1) — (5.4), alors|’équation(4.5)avecla condition(4.6)
admetunesolution ¢ etuneseuledansla classe

(5.6) o€ C(01];L}(R, X R)) X L(R, X R x [0,1]).
Pour démontrer la proposition 5dgmmencons par la propriété de la convolution sur les courpes

Lemme 5.1.Soientf et g deuxfonctionsappartenant Ll(yr, ,uy). Onpose

(f* g9)(m) = fyt f (m —m")g(m"p, (dm’).
Alorsona f * g € L'(y,, 1) et

IIf * g”Ll(yT,/,Ly) < ”f"Ll(yT,/,Ly)”g”Ll(yT,uy)'

Comme la mesurg, ne dépend pas de le lemme 5.1 est vérifié de la méme maniére pmus 7.

Démonstration. La mesureu, étant bien definie sur_, le lemme se demontre de la méme maniere (avec des

modifications purement formelles) que dans le &ssfdnctions sommables par rapport a la mesurebdedgue
(voir par exemple [4]).

A différence du cay = 0 (proposition 3.1) ou on a considéré la solutign, z) comme fonction de a valeurs
dansL(R,), pour la proposition 5.1 on a besoin de constrlzrsolutiona(-,-,z) comme fonction de a
valeurs dansL'(R; x R) N L”(R; x R) . Pour ce faire, il nous convient ‘examiner directement
I'approximation successive avec laquelle on coitdtusolutiono(m, &, z).
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Posons
(5.7) ol%(m,& 2) =a(m,¢)
et définissonss!™, n = 1,2, ---, par les relations

(5.8) Zol = F, (ol 1),
ou F,(-) est 'opérateur défini dans (4.5).
alM(m,¢ 1) = a(m,¢),
Lemme 5.2Quelquesoit € N, ¢! estbiendéfiniedansla classe
oM, 2) e MRy xR)NL®(Ry xR), 0<z <1,

etona

(5.9) supp(c™(.,,z)) c[mm] xR pour0 <z<1,

7100
5.10 (-, 2) || oo < Ll
(0-10) o Dl mom < T e ol -2

(M1+M3)(m—m)||o|| co+—1 N
p e catl) <z<1,00
M1+ M) () 1311 ey oo+

(5.11) M, = sup @ﬁ(m,m’).

Démonstration. Remarquonsd ‘abord que, sicl® (n > 1) est bien définie par les relations (5.8) et si
supp(a™1(.,-,2)) € [m,m] X R pour0 < z < 1, alorso!™ vérifie la condition (5.9). En effet, la condition
(2.8) implique que la premiere intégrale de I'opéwa F,(-) (voir (4.5)) s’annule poum > m. D‘autre part, si

m < m, alors sous le signé‘intégration c™(m —m,-,z) et ¢»"1(m’,-,z) s'annule et donc lintégrale
s’annule. En outre par hypothés&-1 s’annule pourn < m et m > m, ce qui implique que méme la seconde
intégrale de I'opérateuF,(:) s’annule pourm <m etm > m.

On en déduit (5.9) pous™.

Examinons maintenant I'opératefg(-) appliqué as*~1(.,-,z). En supposant que le supportaé-1(.,., z)
est contenu danBmn, m] X R et en rappelant (5.5) et (5.11), on a (avec latiwtn’, n comme dans (4.5))

m m
| mo/m) B (m—m',m)emU(m',y, 2)e" U — m',n’, 2, (dm’)| <
29 Jlom
T(mé,z)
< M@ =)o 1, Doy, ey
m(y(m) 14 — ! ! - !
= f B (m,m")a ™, 1, 230" (m, &, 2, (dm')| <

Yr(m&.2)
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< My @ = Do, Doy iy

ol M; et M, sont les constantes définies dans (5.5) et (3ekpectivement. On en déduit que, poli¥
définie par

— 1 _ : .
ol(m,§,2) =a(m,§) — [, F, (" 1(,, 2))(m,§)dz,
ona
(5.12) o™ 2l omyxr) <
<o M. + MG =7 [ a1 . 21 dz'
< llolliom, xry + (Mg + Mz)(m —m) fz | o G 2o (my xmy 2"
En outre, en utilisant le lemme 5.1 et en tenantate de la condition (2.8), on a

m(y(m)
29 ) lom

T

L (m—m',mNe™Um', v, 2)e"Um - m', 0", 2)py (dM) |1y e,y +

m(y(m)

+|
9

| Byt 230 m, it ) sy ) <
Yz

< C”O'[n_l] (';': Z) |y.L- ”il(y.[,/,ty)’

ol C est une constante indépendantezd@tn, n° etn sont tels qu&m,n), (m',n"), (m—m’,n") €y,
comme dans (4.5). Comme on a en outre

e Dy litnyy < @ =™ U Dy o) <

< m—-m)|lo™ (., 2) || o r,xry (POUT presque tout € R), & 'aide du lemme 4.3 on en déduit que
(5.13) 1B 1 D lpmoxry < C' e D@ xmllo™ M Dl w, my

avec une constanté indépendante de.

Definissons une suite de fonctiops(z), 0 <z < 1, n € N, par les relations récursives

(5.14) y,(2) = ||3||L°°(R+xm<) pour0 <z <1,

— J— 1 ' ’
(5.15) ¥,(2) = 15l g, iy + (M1 + M@ —1) [y, _, ()dz
pour0<z<1,n=12, --

On va démontrer par 'induction mathématique quejaue soit € N, la fonctiongl™ est bien définie et vérifie,
outre la condition (5.9), les relations

(5.16) llo™ (., Dl m,xm) < Y (2),
23



(5.17) sup ||U[n](‘»"Z)||L1(R+xR) < .

En effet, pour = 0, les relations (5.9), (5.16) et (5.17) résultantmiédiatement de la définition (5.7) et des
hypotheses (5.1) et (5.3).

Supposons maintenant qu&—1 vérifie les relations (5.9), (5.16) et (5.17) (daes quelles on substitue
naturellementn —1 a la place detr). Nous avons déja remarqué que dans ces hypoth&8esérifie la
condition (5.9).Dautre part, comme on le constate facilement, §alée (5.16) résulte de la définition ge et

de linégalité (5.12). Enfin, l'inégalité (5.13)pinte a la définition (5.8) del™ et I'nypothése surl*—11,
implique quec™ vérifie également (5.17).

On remarque que la suife, (z) }nen: 0 < z < 1, est une suite croissante et est 'approximatimeasssive de la
solution Y (z) du probleme de Cauchy (pomr< 1)

Y'(z) = —(My + Mp)( — )Y (2)%, Y(1) = [l xR
La fonctionY(z) a la forme explicite

7]l (. xw)
1= M, + Mp)(m = m)|[0]| o, xmy (1 = 2)

Y(2) =

(M1+M2)(m—m)| |E”L(R><R)°°+_1
(M1+M2) (=) 151, (g )+
Le lemme est démontré.

< z < 1, ce qui nous permet de démontrer que (5.16) imelignégalité (5.10).

Maintenant nous allons démontrer la proposition 5.1

Démonstration de la proposition 5.1 Nous allons démontrer avant tout I'existence w@titité de la solution
dans un intervalld1l — §,1] avecé > 0 suffisamment petit.

Considérons deux fonctions, et o, appartenant &'(R, x R) et la différenceF, (o) — F,(c,). D’aprés le
lemme 4.3 0n a

(5.18) [IE(01) — E (0w, xm) = S, | Fo(01) — Ex(0)|dmdé =

= [2,(J, | E(01) = F.(02) |y (dm))dr.

Or,on a

| F;(01) — E;(02) |1y (dm) =
Yz

= [, 1757 f o1 Qs (m,m )y (dm') =222 [ Q, (m, m Yy (dm) |ty (dm),

ou
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Q,(mym) = B(m—m,m) (a1 (m,n)ay(m—m’,n) — az(m,n)a,(m—m',n)),
Qz (m, ml) = ﬁ(m, ml) (01 (m' 7’)01 (m’, 77’) — 0 (m' 7’)02 (m” 77’))’
(m,n), (m',n"), (m—-m',n") € y, (comme dans (4.5)).

Donc, en raisonnant de la méme maniéere que dafjsef3en appliquant le lemme 5.1, on obtient
(519) [, |F(01) = Fx(02) Iy (dm) <
< 2Cgllor = o2l ) Mol Lty ey + 11021 L2 g )
ou Cy est la constante deéfinie dans (3.6). Encore uiseaftaide di lemme 4.3, on déduit de (5.18) et 9 que
(5.20) [IE(01) = E (0l 2, xRy <
< 2Cgess sup (101l gy, ) + 192116101 = T2t -
Maintenant on substitue,; = o™ et o, = o[ dans (5.20). Alors en vertu de (5.10) (voir a@5$)) on a
(5.21) IE (™) = E(a™ D2, xmy < Ae@Nle™ = o |1 g, 1py,

||o_||L°°(lR+><]R)

Ay(z) = 4Cs(m —m) 1=(M1+M2) =m)|[T . (g , ey (1=2)

C‘est-a-dire, parmi les fonctions!™, n € N, I'opérateurF,(-) satisfait a la condition de Lipschitz dans I'espac
L'(R; x R) avec le coefficient de Lipschitz,(z). Donc, de la méme maniére que pour la Démonstralio
I'existence et de I'unicité de la solution local&ine équation différentielle ordinaire, on peut dértner qu’il
existe und > 0 tel quecs!™ converge, quana tend vers linfini, vers une fonctioam dans la topologie de
C([1-46,1]; L* (R, X R)) et que la limites satisfait, dans l'intervall§l — §,1], a I'équation (4.5) et a la
condition (4.6). On voit aisément que l'unicité ldesolutions dans l'intervalle[1 — §,1] se démontre d’'une
maniere analogue a la Démonstration du théoréenssiglze.

Une fois obtenue la solution locaée dans l'intervalle[1 — §, 1], examinons ses propriéetes.

Avant tout on remarque que (5.9) pour tau€ N implique que la limite de la suitel™ jouit de la méme
propriété, c’estdire on a

(5.22) supp(o) c [m,m]xRx[1-5,1].

D’autre part, pourvu que = 0, la premiére intégrale de I'opératelly(-) (voir (4.5)) est négativé< 0), tandis
gue la seconde intégrale dig(-) est de la forme

o(m, §,2) "X [ B (m,m Yo (m',n(m,m', §,2), Z)dm’.

Donc de maniere analogue aux cas des equatioésatlificlles ordinaires, on peut démontrer que

(5.23) 0>=0 p.p.dansR, x Rx [1—4,1].
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Les relations (5.22) et (5.23) etant démontreegeun refaire I'estimation dgo (-, z) || .ok, xr)- POUr cela on
considere le deuxieme memh¥Fg(a(z)) de (4.5). En vertu de (5.23) on a

mOOY [ g (Yo', 20 (m, £, 2, (dm) 2 0,
t(mé,z)

ce qui nous permet de déduire de (4.5) que

m

il ’ ’ roor ’ ’ ’
Fom§2) 2 ~"00 [0, B(m—m,m)o(m,n,2)o(m—m,n,2u,(dm),

7(mg,z)

ou

dJ oo oo ’
(5.24) —-o(m,§,z) =2 —M, fy[((;,m]f )a(m,n,z)a(m —m,n,z)u, (dm)

(ici n etn sont comme dans (4.5)). Donc, si on pose

¢(2) = llo (s 2o w, xry
alors, compte tenu de (5.22), il résulte de (524&

(5.25) =o(mé,z) = —M(M—mP(2)” p.p. dansk, X R,
ou
o(m,§,2) <T(m,&) + My(m—m) [ ¢ (2/)2dz’ p.p. dansR, x R,
d'ou
$(2) < I[5llioqm, xmy + Mi (M~ ) [, ¢ (z)2dz’ p.p. dansR, x R.
Cette inégalité implique que
(5.26) |lo(;2)llom,xr) = $(2) <V (2)

pour z < 1 dans lintervalle de I'existence de(-,-;z) et de¥(z), ol Y(2) est la solution de I'équation
intégrale

~ —_ —_ —_— ls ’ !
Y(2) = |[oll o m, xr) + My(m —m) [, ¥ (2')?dZ’,

ou, ce qui revient au méme, du probléme de Cauchy

dv m—mY(2)2 ¥ o
T = My - ¥ (2, 7(1) = 5]l 120r, xw0-

On ad‘ailleurs

~ . ||E”L°°(]R+><IR)
(6:27) Y (@) = o o e ma o
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On rappelle que la condition (5.4) implique que &uxiéeme membre de (5.27) est bien défini pour tout
z € [0,1]. Donc I'inégalité (5.26) est valable pour toue [0,1] tel queo(:,, z) existe.

Rappelons que I'on a construit la solution localg,;; z) dans un intervallgl — §,1] et que l'on peut
prolonger la solutiorw(+,-, z) pour tout l'intervalle ou les conditions pour lanstruction de la solution locale
continuent a étre vérifiees. Or, de (5.20) on dédue, si|lo(:,; 2)|| 2R, xr) < %, alors on peut encore
prolonger la solution. Par conséquent, en vert(bd#6) et (5.27), la solution(-,-, z) peut étre prolongée dans
tout l'intervalle [0,1].

L’unicité de la solution résulte de I'unicité dedalution locale, ce qui achéve la démonstratiolageoposition.

3.2. Solution globale de I'équation de coagulatiotes gouttelettes en chute (cas
d’évolution)

1. Introduction
Nous considérons le processus des gouttelettesmgbent dans I'air et se coagulent entre elles. @ntple

vue mathématique, il s’agit de I'équation de typeofichowski (voir [31], [22], [33]) avec le déplanent des
gouttelettes déterminé par leur masse, I'équasbfoemulée pour la densi®(m, t, z) de I'eau liquide contenue
dans les gouttelettes de masse( t et z désignent le temps et la position), densité pppod a l'unité de
volume de I'air contenand'éventuelles gouttelettes. Dans le travail [19] dé@ontré I'existence d’une solution
stationnaire méme en présence d’'un vent horizontal.

Nous allons démontrer I'existence et I'unicité dedéution globale de cette équation dans un dondiime
dimension spatiale; on aura comme corollaire lareagence de la solution globale vers la solutiati@tinaire, si
la donnée de I'entrée est constante ou tend vergninée constante.

Du point de vue technique, le présent travail @ipiisieurs techniques développées dans [19],réoyleer
l'introduction de la famille de courbes sur lesdelon considére I'opérateur intégral de coagulatat leurs
propriétés. Toutefois, pour obtenir la solutionbgle on adii établir un lemme qui précise le cone de
dépendance” de la solution.

Nous rappelons que, pour le processus de coagulatine déplacement des gouttelettes, -éiefite
I'équation de Smoluchowski ordinaire, et le proosssle coagulatiofragmentation, ily a une littérature
considérable (voir par exemple [33], [20], [7], I2B], [6], [23]). Dans une recherche future orupait chercher
des conditions plus faibles pour le coefficientcdagulation ou l'introduction de fragmentation envant des
idées de ces travaux. Une autre perspective deleerche sera celle d’insérer le processus de latimguet la
chute des gouttelettes dans le modéle général duaneent de I'atmosphére, comme I'on a essayé dahd1],
[29].

2. Position du probleme

Considérons l'intervallg0,1], qui représente I'espace “vertical” dans lequeldeuttelettes se déplacent a
cause de la force gravitationnelle. Désignons q@n,t,z) la densité de I'eau liquide contenue dans les
gouttelettes de masse au pointz € [0,1] a l'instantt € R. On rappelle que dans la littérature concernant

I'équation de Smoluchowski on utilise souvent lenhoe (dans le sens statistiqu@) = 7i(in, t) = % de
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gouttelettes de masse au lieu de la densité de I'eau liquidém,t,z). Mais nous préférons utiliser cette
derniére pour étre conforme au symbolisme de [Bgéa littérature de la modélisation généralepdenomenes
météorologiques ([10], [1], [29]).

Nous supposons que les gouttelettes subissentdegaus de coagulation et en méme temps se déplacen
dans I'air par la force gravitationnelle en subigsggalement I'effet de frottement avec I'air eomitant. Dans le
présent travail nous ne considérons pas I'évertwelhdensation de la vapedireau sur les gouttelettes ni
I'évaporation a partir des gouttelettes, I'absemee condensation et I'évaporation correspondraitétatl
I'équilibre entre la vapeur d’eau présente daris €gla densité de la vapeur saturée.

Dans cette situation, on peut formuler le procedsusoagulation comme dans I'équation de Smoluchiowsk
(voir par exemple [33]) et le déplacement des @gtettes par une vitesse déterminée par le coeffide
frottement entre les gouttelettes et I'air (comme inétéorologues l'utilisent communément, voir gpeemple
[30]). Ces considérations nous amenent a I'equdtiom [1], [29], [19])

(21)  0,o(m,t,z) +9,(c(m,t, 2)u(m)) =
m m
= 7_[ B (m—m',mHo(m',t,z)e(m —m',t,z)dm’ +
0

—-m fooo B (m,m")o(m,t,z)o(m',t,z)dm’,
ou f(m,, m,) est la probabilité de rencontre entre une goutéetke massen; et une
de massen, (avec la valeur de probabilité normalisée par odapd la masse), tandis
gue u(m) deésigne la vitesse des gouttelettes de masdeour la fonctiong (m,, m,) nous supposons que
(2.2)  B(, ) € C(Ry XRy), B(my,my) = 0V(my, my) € Ry X Ry,
(2.3)  B(my,my) = B(mz,my).

D’autre part, pour la fonctiom(m) nous donnons aussi I'expression

1

(24) u(m)=-— 50

g,
ou (y(m) est le coefficient de frottement entre les goattes de masser et I'air.

Comme dans la nature il n’existe pas de gouttalelbtemasse inférieure a certaine

valeur critique (voir [26], [11]) et que les grasdgouttelettes subissent le processus de fragnmmtabus
considérons seulement les fonctian@n, t, z)n ‘ayant les valeurs strictement positives que pautels que

O<m<m<m< o,
ce qui nous permet de supposer, sans restreindémé&alité, que

(2.5)  sup a(m) < oo,
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(2.6) p(my,m,) =0 pour m; + my, >m,

comme il a été admis dans [1], [19]. Pour la comitéadk la notation, nous posons
(2.7) a= supa(m), u= —%.
Dans la suite nous allons envisager le problemeodeer une fonctioa (m, t, z), qui vérifie I'équation (2.1)
pour (m,t,z) € R, X R, X [0,1] avec la condition aux limites (condition d’entrée)
(2.8) o(m,t,1) =a(m,t),

et la condition initiale
(29) 0o(m,0,2) =a(m,2).

Conformément a ce que nous avons dit plus hawgypposera que

o(m,t) =a(m,z) =0 pour € [0,m] U [m, oof.

3. Préliminaires
Pour résoudre I'équation (2.1) avec les conditith8), (2.9), nous allons la transformer en uneaéqo

différentielle ordinaire, en introduisant les vates (17, t, Z) reliées a(m, t, z) par les relations

=m’

N

(3.1)

1-z
u(m)’

N

=z,
t

+

Dans ce nouveau systeme de coordonneées la fometionnue a chercher serait
1-z
).

o(m,t,z) =o(m,t,z) =o(m,t — ey

Mais pour éviter une notation trop lourde, dansude on va écrire simplement et z au lieu dem et Z et
encorea(m,t,z) au lieu deg(m, t, Z), ce qui ne causera pas d’équivoque dans le calcul.

On constate que dans les coordonn@est, z) I'équation (2.1) se transforme en

(32) Zo(miz) =

m m . . . .
o) f B(m—m',m)e(m', t(m,m',t z),z)o(m —m',t(m,m—m',t,2),z)dm' +
0

2u

m © I z [~ 1z I
pre fo B (m,m"o(m,t,z)o(m', t(m,m, i z),z)dm’,

ou
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1-z 1-z

tmm',t,z) =t — v T ey

Nous allons reformuler I'équation (3.2) en une digumadifférentielle ordinaire a valeurs dans unaespde
Banach (ou dans un espace de Fréchet). Pour tcaiterenablement dans ce cadre fonctionnel 'opérate
intégral du deuxiéeme membre de cette équation, mareduisons, pour chaquee [0,1] fixé, la famille de
courbes

~ ~ 1-z
B3) v.=v,={meER XR|t=1 +m}, T€R.

Cette famille de courbes est analogue a cellesééldans [19], mais ici le parametrest relatif au temps, tandis
gue dans [8] les courbes étaient para méetriséaspaarametre spatial.

De maniére analogue a [19] on définit une mesyreur les courbesg. . Plus précisément, en désignant ar
la projection dey_ sur R, on définit les nsembles mesurablesydeet la mesure., sury, par les relations)
Ac Y, est mesurable si et seulement BiR+A' est mesurable selon Lebesgue SR , ii)
n,(A) =y, (Pr,A), 00 () estlamesure de Lebesgue Bur.

Comme les courbeg , T € R, sont paralleles (c’estdire, définies par la translation gg part dans la
direction det), on voit immédiatement que la projecti®gp, et la mesurquy(-) ne dépendent pas de= R.

On rappelle que la mesup;(-) a les propriétés suivantes.

Lemme 3.1.SoitA unensemblenesurablgselonLebesguede R, x R. Onpose
A, ={meR,|FT € R telque (m,t) € y, N A},

A, ={t€R|ITER telque (m,t) € y, N A}.

Alorsona

(34 pyp (@ = [T, n, (AddT = [, g (An)w, (dm) = [7 1, 5 (Ar)dm,

(ici et dans la suite I'élément ‘intégration par rapport a la mesure de Lebes@trrisdirectement dm, dt
etc... sans utiliser les notatioy:u,'g,']R+ (dm), p; p(d7), etc...).

Lemme 3.2.Soit o(m,t) € L'(R, x R). Alors, pour presquetout 7 € R la restriction deo(m, i) a y,
appartienta L' (y . ).

Lemme 3.3So0it o(m, t) € L}(R, x R). Alorsona

f a(m,f)dmdfzjoo(f & (m, ), (dm))dr =
R4+XR —% YVYr

_ jyo(j:a (m, E(m, ©))do) s, (dm) = fow(f;a (m, )dE)dm =
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= [7.(J, o (m,Bdm)di,

ou t(m,1) _T+u(m)

Lemme 3.4.Soientf et g deuxfonctionsappartenant Ll(yr, ,uy). Onpose

(f* 9)(m) = fn f (m—m)g(mHu, (dm’).
Alorsona f * g € L'(y,, uy) et

1F * it trenyy < IF sy 191122 o

Pour la Démonstration des lemmes 3.1, 3.2, 3.3lev8ir [19] (pour les notions fondamentales, yar exemple

[12]).

On pose

(3.5) t(mt,z)=t——, y[ ™ = Yemiz N [0,m] X R.

) (miz)
Cela étant, on peut écrire I'équation (3.2) darfetime
(36) +0(2) = F,(0(2),
avec
0(z) =0(-,2),
(3.7)  F,(0(2)) = F,(0(2))(m1) =

m—-—m',mNo(m',t,z)o(m —m't z dm’) +
r(mtz)
m
u(m) “Yeemtz)

B (m,mYo(m',t,z)o(m,t,z)u, (dm’),

ou t ett sont définis par les relations

!z "'F O'
(M, ) € Ye(miz, (M—m',t)E€ VT[UZ:L%:Z)'

Analoguement, les conditions (2.8) et (2.9) sedfi@ment en
(3.8) o(mit1)=0(mi),

(3.9) o(m—=,

o z) =o0(m,z),

ou o eto sont les fonctions obtenues deet @ par le changement de variables introdud@€ssus.
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4. Solution avec la conditiond’entrée de classeL!

Pour démontrer I'existence et I'unicité de la solntglobale du problemé3.6) — (3.9), nous précisons d’abord
que le domaine dans lequel nous allons considécrdtion (3.6) est

1-z
u(m)

(4.1) 2 =Urso0<z<1Vez = {(M§,2) € Ry X R X]0,1[|E > }

On pose

Ffll = {(ml z; Z) € R+ X R X [0,1]'% = E}'

u(m)

il est évident que I'on peut identifigt; avecR, x R,. Les conditions (3.8) et (3.9) peuvent étre ésritans la
forme

(42) o=0 sur 1“11,, 0 =0 sur I“(ll,

Avant d’étudier le cas général du probleii3e6) — (3.9), nous allons examiner le cas ou la donaiéappartient
a L'(I'}). Dans ce cas on a la proposition suivante.

Proposition 4.1.Soienta € LY (I')) N L*(I'Y) et 5 € L*(I't) N L™(I'}) telles que
o(m,t,2z) =0 p.p.sur I't, 3(mT) =0 p.p.sur T,
o(m,t,z) =0, a(m,t) =0 pourm € [0,m] U [m, oo.
Si
max (7l 1 1=2r,) < 5y
ou
(43) M;=2m<m<m<m < m—ms%p%;")ﬁ(m— m,m),
alors il existe une solution et une seule de I'équation (3.6) satisfaisantaunditions
(4.4) 0 =0 sur I“ll,, o =0 sur 1“61,,
solution appartenant a la classe
(45) o€ C(01];L1(2,)) N L™(),
ou

(4.6) 0,={mF eR, xR|f>-2}.

u(m)
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Démonstration. On rappelle que I'on a démontré dans [8] une @sitfpn analogue (proposition 5.1 de [19])
dans le cas ou le domaine est

N, =Ry xRX]0,1],

avec la conditiond ‘entrée surR, x R x {1}; méme si dans [8] on considérait la position hmrale x € R au
lieu du tempst, du point de vue mathématique il s’agit de la mé&meation. Donc, pour démontrer la
proposition, il nous suffit de transformer le préatle (3.6), (4.4) en un probleme dahs avec une condition
d’entrée surR, x R x {1} de maniere que la restriction de la solution déezeier probléme & nous donne la
solution du probleme (3.6), (4.4).

5. Existence et unicité de la solution globale dare temps

Pour démontrer un théorenake Existence et d’unicité de la solution globale densas général, on va établir la
propriété de cone de dépendance” pour I'équatidd).(Bour ce faire, on considére un ensemble mieleusa de
R, X R avec0 < mes(w) < . On définit

(5.1) D[] = Umpew Daniy

ou
(5.2)  Dmp = Uo<z<1(Ur—gnin<e<e, mp Vo) =
— (£, 2) ER, x RX[0,1]|F = 7 + i(‘—nzl) _(miz) <t <t.(mD),
avec

_r
u(m)’

7, (mt) =t(m,{,0)=17—

(5.3) 1

7_(m,t,z) = max (0,7,(m, %) + ﬁz) = max (0, — o + iz)

(pour u, voir (2.7)). On définit égalemem,,(z) par
(5'4) Dw(z) = U(m,f)Ew( UT—(m,f,Z)STST+(m,f) y‘[,Z) = {(m,' Z', Z,) € D[a)]lZ, = Z};

on remarque qué,(z;) est l'intersection deJ D7 €t du planz = z,. D'apres la définition de

(mHeEw
I'ensembleD,,z (voir aussi la definition (3.5) dém, t, z)), on remarque que

(M, £,2") € Dimty = Yeam' i2")2" © D(myi),
T(mll E, 0) = T(mZJ E' 0) = D(mlf) = D(mz,f);

cette derniére relation signifie que,(®h,,t) et (m,,t) se trouvent sur une courbe,, alors ils définissent le
méme ensemble.

La propriété de cbne de dépendance” est donnde f[ganme suivant.
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Lemme 5.1.Soienta et & deuxfonctionsdéfiniessur I'}, et @ deuxfonctionsdéfiniessur I't. On suppose
qued, o, o, ¢ satisfontaux conditionsde la proposition4.1. Soit gl (resp ¢!2)) la solutionde I'équation
(3.6) avec la condition (4.4) et la condition

(5.5) o=0 sur F},nD[w], o =0 sur FinD[w],
alorson a
ol = ¢l p.p.dans D[w].
Démonstration. En transformant I'équation (3.6) en forme intégran a

oll(m,t,2z) = oll(m,% ¢, (m, D)) +

m ¢ ’ ’ i 127 i 1y ’ !
_mlefy[o,m] , Bm—m',mNad(m',¢/,z"Ya(m —m',§, z")u, (dm')dz' +

t(mtz),z
lgl ’ [i] - AN 1 z o / I
+u(m) fZ er(m,z,z),z" B(m,m"NeH(m',t, 2o (m, T, z")p, (dm")dz', i = 1,2,

tandis que les condition8.8) — (3.9) nous donnent

— 1
O'[i] (m, f; {1 (m; f)) = {; Sur Fa'

sur F%,

{,(m,t) etant le nombre défini dans (4.7). En faisantfi@nce de cette équation poi= 1 eti =2, 0na

o (m, £, 2) — o(m, T, 2)| < |oM(m, £, {3 (m, D)) — oI, £, 83 (m, D)| +

{1
+Cp [f f[o | (leMm -m',t,z") — e (m -m', i, 2")|eB(m',E,2") +
Z Y m

t(mtz')z'

+loMom',£,2") — B, £, 2) oM (m — m', £, 2"))y (dm")d 2" +

{1
+J (leMm,t,z") — ol (m, £, 2")|cB(m',E,2") +
VA

Yemiz"z'

+loM@m',§,2") — ol (m', §, 2)|oH (m, E, 2")) ), (dm")dz'],

m ! ! m ’
2u(m),[f(m —m,m),sup mﬁ(m,m )]

Cp = max [ sup

On en déduit que

(5.6) |oM(m,E 2) — o (m,E 2)| < |cM(m, £ ¢ (m, ) — al@(m, E ¢ (m, )| +
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1
+Gyl f (o2 = 0 2Dl o OB 2 i o+

t(mtz)z

HieM (2l oM,z = oIy, 2) gy n)dz" +

(y'l:(m,f,z’ )z t(mtz)z

1
+f (”0-[1](';';2’) - 0—[2](',',Z,)”L°°(y /)”0—[2]('f'fZ’)”Ll(yr(mle)zl) +
2 tz),

t(mitz')z

+@m —m)||lo (., 2|l llet(, 2" = gy 20|l n)dz'].

w(mtz)z (mtz)z

Considérons maintenant un point génériguet, z) de D[w]. En vertu de(5.2) — (5.3) il existe (m,, t) €
1
u(mo)

z ~ ~ 1-z ~ ~
+5) = T—(mOItlZ) S t_%g T+(m0,t) =t—

c R, X R tel que 0,t— :
w " gue max ( r—

Cette inégalité, jointe a I'inégalité(m) < u < 0, implique que, poud <z <z < 1,o0na

u(me) | @ u(m) u(mo)
ou, en vertu de (3.5), (5.3),on a
T_(my,t2) <t(m,t2) < 1,.(my, D),

ce qui, d’aprés la définition (5.4) de I'ensemiblg(z), démontre que cD,(z)pour0<z<z <

(mit,z),2’
G(m ) < 1.
On rappelle que I'on a en outre, paue 1,2,
”O—[i](""Z)”Li(yt(mz'z)lz,uy) < m-m)|ol(,, Z)”L°°(yr(mz'z)’z) <
< (m = m)|le(, D120 by (27
pour presque toufm, t) € 2, (voir (4.6)). Cela étant, de I'’équation (5.6) addit que
oM, 2) - 0[2](""Z)||L°°(Dw(z)) <
< (llo = alleerynpiw)) + 10 = Tl (rynp[w]) +
+szl (lot™ Coor 2o py 21y + [|ot?] G 2oy (2y)) X
x leM¢,, 2" — 0[2](""Z,)”L°°(Dw(z'))dz,'
ou C est une constante indépendantezdé I'aide du lemme de Gronwall, on en déduit que
(5.7) o™, 2) — o, 2) o, 2 <

< (llo - E”Lw(l"an[w]) + |lo — 5||L°°(ranp[m]))><
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x exp (C [ (oW, 20 iy zryy + 102 €y 2 1m0y, 20))d2)-
Or, en vertu de I'hypothese (5.5) on a
o — E”L”(I“an[w]) =|lo — E||L°°(ranD[w]) =0,
ce qui nous permet de déduire de (5.7) que
o™ (., 2) — o8 (, 2) |l ooy, (2y) < O,

ou, compte tenu de la relatiaD[w] = Up<,<1 Dy (2), c1(m,E,2) = 6l (m,t,2) p.p. dans D[w].
Le lemme est démontré.
Maintenant nous pouvons démontrer le théorémeipehc
Théoréme 5.1Si@ € L*(I'y) et € L”(I';) satisfontauxconditions

(5.8) @(m,t2z)=0 p.p.sur I't, 3(m,T) =0 p.p.sur I'},

(5.8) o(m,t,z)=0, a(mt) =0 pour € [0,m] U [m, oo,

(5100 max (Gl 11=r,) < s -

M, étantla constanténdiquéedansla proposition4.1, alors I’ équation(3.6) avecla condition(4.2)admetune
solution ¢ etuneseuleappartenant la classe

o €L*(N)
et o vérifielesrelations
o(m,t,z) =0 p.p.dans 0,
o(m,t,z) =0, pour € [0,m] U [m, oof.

Démonstration. Pour démontrer I'existence de la solution glolides le temps du probleme (3.6), (4.2), on
considere une famille d’ensembles mesurables eelas;, i € N, définis par

(5.11) w;={MmDER, xRm<m< m,ﬁ)s f<i}=

= 0o N {(m,F) € m,m] x RIf < i},

ou f2, est I'ensemble défini dans (4.6) avee= 0. La définition deD[w] (voir (5.1), (5.2)) nous permet de
définir un nombreN tel que

(6.12) D,,(1) c{(m,t) € Ry X R|t <i+ N} pour touti € N.

On considére une fonctiopy € C*(R) telle que
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1 sis<0,
‘p(s)_{o sis>1,

avec0 < Y(s) < 1Vs € [0,1] et on pose
(5.13) P, =T - +N));
on a évidement
(5.14) D, (1) c{(m1) € Ry X R[p,(¥) = 1} pour touti € N.
Cela étant, on considére la famille d’équations
(5.15) 0d,0ll(m,t2) = F(all(2))(m©), i €N
(avec F () définie dans (3.6)), complétées par les conditions
(5.16) ol =y 3 surry, ol =7 surry.

D’apres la proposition 4.{favecs =1,c et =o) le probleme(5.15) — (5.16) admet une unique solution
o = ol e C([0,1]; L' (2,)) n L*(R) telle que

ol > 0 p.p. dansn, oll(m,%,z) = 0 pourm € [0, m] U [m, .
D’autre part, d'apres la définition des ensemhlgqvoir (5.11)), on a
D[w;] € D[w;] pouri < i
Par conséquent, en vertu du lemme 5.1 et de (fvtbB)aussi (5.13)), on a
olll = 6li1 p.p. dansD[w;] pouri < i
Donc, en définissant par

o olol dans 2 N D[w,],
ol dans D[w;]\D[w;_1],i = 1,2, ....

ona
o = ol p.p. dansn D[w;] Vi € N.
Par suite, en vertu de (5.15) on a
d,0(m,t,z) = F(a(2))(m,t), dansn D[w;] Vi € N.
En outre, en vertu de (5.14) et (5.16), on a

o =0l =7 surr',nD[w,], 0 = ¢l =7 surI'} nD[w,].
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Donc, en rappelant les relatiofisc U;cy D [w;] et ric Uien Dy, (1) qui résultent de la définition de;,
Dlw;], D,,(1), on peut conclure qu’il existe une solution dubbeme (3.6), (4.2).

Pour démontrer I'unicité de la solution, considérdeux éventuelles solutions, o, du probleme (3.6),(4.2).
Si 01 # 0, sur un ensemble de mesure strictement positiges ah peut choisir un ensemble mesurabléel
que 0 < mes(w) <« et que

mes({(m,t,z) € D[w]|o; # d,}) > 0.

Or commeg; et g, sont des solutions du probléme (3.6),(4&)= o, sur s U}, en particuliers; = o,
sur (I} u LY N D[w]; cette condition entraine, d’aprés le lemme 5uk @, = o, dansD[w], ce qui prouve
gu'il n’est pas possible d’avoir deux solutioag et o, qui se different sur un ensemble de mesure gimEnée
positive. L’unicité de la solution est démontrée.

En retournant aux coordonnéés, t, z), on peut exprimer le résultat dans la forme su&an
Théoréme 5.2Sic € L”(R,; x [0,1]) et 7 € L”(R, X R,) satisfontauxconditions
a(m,t,z) 20 p.p. surR; x[0,1], a(m,t) =0 p.p. surR; X R,,

o(m,t,z) =0, a(m,t) =0 pour € [0,m]U [m, oo,

1

max (||| .o, xo,17; 19 0 (m, xR,)) < TR

M, étantla constantandiquéedansla proposition4.1, alors I'équation(2.1) avecles conditiong2.8) et (2.9)
admetunesolution o etuneseuleappartenant la classe

o € L”(R; x R, x]0,1])
et o verifielesrelations
o(m,t,z) = Op.p.dans R, xR, X] 0,1],
o(m,t,z) =0, pour € [0,m] U [m, oo.

Démonstration. Rappelons gu’avec le changement de variapteg, z) — (m, t, z) introduit par (3.1), on a
transformé I'équation (2.1) et les conditiofis8) — (2.9) dans (3.6) et (4.2). Donc, &i(m, t, z) est la solution
du probléme (3.6), (4.2) dont I'existence et I'utdont été démontrées dans le théoreme 5.1, aorigisant
retourner les fonctions dans les coordonngest, z), on voit que la fonction

z
u(m)’ z)

Satisfait a I'équation (2.1) et aux conditio(&8) — (2.9). L'unicité de la solutioro découle de celle dé&
démontrée dans le théoreme 5.1.

o(m,t,z) =6(m,t +
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6. Convergence de la solution globale vers la stikn stationnaire

Le résultat obtenu dans le paragraphe 5 nous dagalement la convergence de la solution globale eer
solution stationnaire. Rappelons d’abord le réssliala solution stationnaire. On considére I'émum

(6.1) 0d,0(m,z) = —m(;;m) me,B’ (m—m' ,m)o(m,z)o(m —m,z)dm +

L mom f "B (m, m"Yo(m, Do (', 2)dm’
g 0

(pour (v(m) voir (2.4))avecla condition aux limites (condition d’entrée)
(6.2) o(m,1) =a(m).

Proposition 6.1.Soit7(-) € L'(R,) avecs > 0, a(m) = 0 pour m € [0,m] U[ m, «[. Alors le probléme
(6.1) — (6.2) admet une unique solution € C([0,1]; L*(R,)) (c’esta-dire, I'application zo(-,z) est une
fonctioncontinuede [0,1] avaleursdansLl(R+)) telleque

02>0,0(m,z)=0 pour € [0,m] U [m, oo[.
Démonstration. Pour la Démonstration, voir [19], la propositi®nA..
S'’il existe unt; > 0 tel que
a(m,t) =a(m) Vvt > t;, m€ R,,

avec une fonctiorw(-) qui ne depend pas de alors la convergence de la solutienobtenue dans le théoreme
5.2 vers la solution stationnaire avec la conditl@mtréea(m) = o(mm) résulte immédiatement du théoreme 5.1
et du lemme 5.1.

Pour examiner la convergence pour le cas des consliplus générales poiat, admettons qué(:,t) tend vers
o(:) (dans le sens qu’on va préciser) et considérosalidgion stationnaire™ = ¢*(m, z), qui s’obtient par la
proposition 6.1 ave@(m) = o(m). Introduisons en outre les notations

o(m,s) =a(m,t+s), at(m,s,z) =a(m,t +s,z) pour0 <s < 1.
On a alors le résultat suivant.
Proposition 6.2.Soientg et ¢ commedansle théoremes.2. On supposeenoutre que
(6.3) @ -0 pourt — oo dansL”(R; x]0,1 [ ).
Alors on a
(6.4) ot — o™ pourt — oo dansL”(R, x]0,1[x]0,1 [ ).

Dans(6.3)et(6.4), et 0* sonta considérercommefonctionsappartenané L” ( R, x]0,1 [ ) et L”(R, X
10,1[x]0,1 [) etindépendantede s €] 0,1 [.
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Démonstration. Rappelons d’abord la définition (3.1) dequi nous donne I'expression deen fonction det,
c’est-a-dire

1-z

(6.5 t=t(mtz)=1t-

u(my’

Cela étant, de la définition de[w] (voir (5.1)) il résulte immédiatement qu'’il exigleux constanted'; et N,
telles que, si on pose

ol ={(meER, XxRmeJm, m [, £ € [t — Ny, t + N,]},
on ai
(6.6) Ry x[tt+1]x[0,1]c{(mt,z) € R, xR, x[0,1]|t =t (m,Ez),(mTz) € D[w]}.

Commed™ peut étre considérée comme la solution du probi@nig, (2.8) et (2.9) ave@ = o eta = d”, en
tenant compte que” et o sont indépendantes de en faisant la comparaison de I'équation (2.1)rpoiet
celle poura™, et en les considérant dans les coordoniiégs, z) (mais, pour éviter la notation lourde due au
changement de variables défini dans (3.1), nolisarts la méme notation pour), de la méme maniére que pour
l'inégalité (5.7), on a

6.7) llo(,2) — UOO(""Z)||L°°(Dw[t](z)) < |lo - E”Lw(%[t}(l)) X

1 1. 0 2 ’
x exp (C [, N0 Crr2m_ iy + 107 Cr 2 limo e0)d2).
Or, de I'hypothese (6.3) (voir aussi (6.5), (5#l)Esulte que

lo = oll= ey = 0 pourt — oo.
olt]

Donc de (6.7) on déduit que

l6C.,2) = Do gz 2 0 pour t >0, 0<z<1,

c’estadire, en le traduisant encore dans les coordon(ées z) (voir (6.5) et (6.6)), on a
ot - ¢ pourt - « dansL” ( R, x]0,1[x]0,1 [ ).
La proposition est démontrée.
3.3. Solution stationnaire de I'équation de coaguteon des gouttelettes avec un vent vertical
1. Introduction

Le probléme de I'équation de coagulation des gaitesd qui tombent dans I'air a été étudié dansdesux
[19] et [2], qui ont établi, sous des conditiongwenables, I'existence et 'unicité de la solutsationnaire et de
la solution globale en temps et la convergenceette derniere vers la solution stationnaire. Eti@adrer dans
[19] on a examiné le processus de coagulation ethdée des gouttelettes a la présence d’'un veredrdal
constant. Il est vrai que dans la Nature la compeseerticale de la vitesse de l'air est, général@nassez petite

par rapport aux composantes horizontales.
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Mais il y a aussi des cas ou le mouvement vertical asced@aldir constitue I'élément fondamental du
phénoméne, comme dans le cas des orages ou garidacentrale d’un cyclone tropical. En effemslaes cas,
I'écoulement ascendant de l'air cause une fortelensation de vapeur, créant des gouttelettes trébneuses,
qui se coagulent en formant des gouttelettes plusdgs et tombent comme pluie intense (voir pameke..).

Pour contribuer a I'analyse et I'éclaircissementds phénomenes, dans le présent travail nous &@lod®r
I'équation pour la distribution des gouttelettes gpidéplacent par un vent vertical et par la fgreitationnelle
et subissent le processus de coagulation et celecrbissement de poid$i a la condensation de la vapeur sur
leur surface. Plus précisément, nous allons coreidéne équation intégifférentielle pour une fonction
inconnuec = o(m, z) représentant la densité (par rapport au volurm&utede I'eau liquide contenue dans les
gouttelettes de masse a la hauteur (0 < z < 1). Comme notrentérét principal concerne le comportement
de la densités en présencé’un vent vertical ascendant (ou de la composantecadetpositive d)un vent), nous
concentrons notre attention sur la variation dgar rapport a hauteur, en négligeant son éventuelle
dépendance de la position horizontale. L'équatiansdla forme précise va étre formulée dans le papag
suivant (voir (2.1)). Nous allons démontrer, dansuite, I'existence d’une solution stationnaireedte équation
avec les « conditions d’entrée » pai(m, z).

Du point de vue technique, nous construisons d’abmblutions(m,z) dans la partie ou la vitesse des
gouttelettesu(m, z) est positive, en supposant que la densft@, z) est donnée dans la partie tm,z) < 0, et
la solution dans la partie owm(m, z) < 0, en supposant que la densité est donnée dangiaqau(m,z) > 0.
Ensuite nous allons appliquer le théoreme de gbiatde Schauder pour trouver une solution dardoleaine
entier. Pour faire marcher ces raisonnements, coirgsenaturel, nous avons besaitestimations adéquates.
Or, ces estimations n€obtiennent pas facilement, en particulier, dans le voisindge points(m,z) ol la
vitesse ouu(m, z) des gouttelettes de masse m s’annule, et, poabtesir, nous avons besoin d’une élaboration
considérable des estimations, ce qui constitueile pechnique principal de notre travail.

Il est également utile de rappeler que I'équationadgyulation, souvent appelée équation de Smoluskipw
a eteé proposée par Smoluchowski [19] et Muller [@4é¢tudiée par plusieurs scientifiques (voir [18B], [20],
[71, [21], [5], [8], [6], [24], etc...), ery ajoutant éventuellement les termes du processfragimentation, mais
sans prendre en considération le déplacement detelgites nil)efffet de la condensation sur eux. L'équation
de coagulation des gouttelettes en chute a ét@péepdans le cadre de la modélisation de I'atmospwec la
transition de phase de I'eau (voir par exemple,[[] [29], [9]).

2. Position du probleme

Nous allons considérer la dens#é= (m, z) de I'eau liquide contenue dans les gouttelettenagsem a la
hauteurz € [0,1]. En désignant pan = u(m, z) la vitesse (verticale) des gouttelettes de massela position
z, parhg = hg(m,z) la quantité de condensation sur les gouttelettesabsem par unité de temps et par unite
de masse de gouttelettes et par f(m,, m,) le taut de coagulation entre les gouttelettes a&sem, et celles
de masseam,, nous considérons I'équation

(2.1)  09,(c(m,2)u(m,z)) + 0,,(mhy(m,z)a(m, z)) = hy(m, z)a(m,z) +
m m
+—f B(m—m',m)a(m',z)e(m —m’, z)dm’ +
2 Jo
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—mfooﬁ (m,m")a(m,z)o(m',z)dm'’
0

dans le domaine
22) 02={Mm2)eR?Mm>m0<z<1}, m>0;

dans le présent travail nous supposons que leidosai(m, z) et hg(m,z) sont données. I'équatiof2.1) va
étre envisagée darf® avec les conditions d’entrée

(23) o(m,z) =ad(m,z) pour (m,z) € Sy US, US,,
ou
(2.4)  So={(m2z)€Nm=m,z=0u(m0) =0}
(2.5) S;={(mz) €2lm=m,z=1,u(m,0) <0},
26) S,={(m2)€NMm=m,0<z<1}.
On suppose qué(m,z) est continue suf, U S; U S, et que
(2.7) o(m,z) =0 V(m,z) € Sy US; US,,
(2.8) a(m,z) =0 si >m (m >m).

On remarque qué, US, US, est la partie de la frontiere de ou le vecteur(mhgl,u)T est orienté vers
l'intérieur de Q; on précise qued’apreés la condition(??) (voir aussi (2.15)) formulée dans la suite, oraaur
mhg (m,z) > 0 pour toutz € [0,1], ce qui nous garantit que le vectduth u)T est orienté vers l'intérieur de
Q méme surs,.

gl

Il serait utile de rappeler que I'équatigl.1) est le cas stationnaire de I'’équation décrivaritderiation de la
densité de I'eau liquide = o(m, z,t) dans le cadre de la modélisation de I'atmosphése & condensation de
la vapeur (voir [1]; voir aussi [10], [29], [9). Le choix d’'une constanten strictement positive et
convenablement petite et du domaiedonné dans (2.2) est, nous croyons, conformenatlare physique du
probleme; en effet, la courbure élevée des gotiesldres petites ne leur permet pas de subsistes d
'atmosphere réelle et les gouttelettes se forraraiusivement sur des aérosols ayant une masseeupé une
valeur critique (voir par exemple [11], [26]). Eaotoe, méme si la condition (2.8) est restrictiveus la posons,
car une géneéralisation envisageable dans la métgidau présent travail ne nous semble pas pédrement
intéressante (pour le choix @, voir le commentaire de la fin de ce paragraphe).

Il est bon de rappeler, en outre, que dans ladiiiée concernant I'équation de Smoluchowski olisetsouvent
le nombre, au sens purement statistique, des ¢eftetede massm dans I'unité de volume

i(m,z,t) = _o(;:;z,t)

42



au lieu de la densité. Mais nous préférons utiliser la densitépour la commodité pour la modélisation générale
des phénomenes météorologiques.

Maintenant on va préciser les hypotheses sur legitms u(m, z), hg (m,z) et f(my, m,). D’abord nous
écrivons la formulation formelle des conditiongeis nous allons donner des motivations de cesitomnsl
introduites.

On suppose que(m, z) a l'expression

(2.9) u(m,z) = v(z) — ﬁ

et queg est une constante strictement positive et
(2.10)  v(-) € C1([0,1]), infv(z) >0,

(211)  (y() € C([m, ], —=(y(m) <0 Vym =T,

14
(212) O0<mz=inra(y (m) <m =msua(m)a < oo,

m

(2.13)  inf (v(2) —ﬁ) >0,

— _ g
(2.24)  Imy > m tel que sup (v(2) (y(ml)) < 0.

Pour la fonctionh,,(m, z) on suppose que
(2.15) hy(, ) € CL(Q),
(2.16) 0 < infmhg(m,z) < sup mhg (m,z) < oo.
En ce qui concerng(m,, m,) Nous supposons que
(2.17) B(- ) € C(Ry X Ry), B(my, my) = 0V(my, my) € Ry X Ry,
(2.18)  B(my,my) = B(my,my)
(2.19) p(@my,m,) =0 pour m; + my, >m,
ou m est une constante telle que< m < .
Pour que la position de notre probleme correspancite situation, nous supposons g@e) > 0 et hg > 0.
3. Division du domaine et caractéristiques

Nous définissons’abord la division du domaine en trois partied?,, %, 2,

N1 ={(m,2) € 2u(m,z) > 0},
(3.1) {Z ={(m,z) € Nu(m,z) = 0},
0, ={(m,z) € Nu(m,z) < 0}.
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En vertu des condition€2.9) — (2.11) la frontiére> entref; et (2, est une courbe de claséé et peut étre
écrite dans la forme

(3.2) X ={(m,2) enNm=msz(2)}
avec une fonctionny(z) de classe’ déterminée par la relation
u(ms(z),z) =0, z € [0,1].
La fonctionmgz(z) jouit de la propriété suivante.
Lemme 3.1.0na

dmy(z) _ _ T2

dz da(m) *
dm

(3.3)

Démonstration. Commemy(z) est définie par la relation

u(mg(2),2) = v(z) — ﬁ =0,

en désignant paw = (dmd—xz(z), 1T le vecteur tangent a la courtie de la relation

g du(m)dmg(z) N dv(z) _ 0

VW= T dm dz dz

on obtient (3.3).
Maintenant on va définir les caractéristiques p@aguation (2.1), qui peut étre écrite dans la ferm
(3.4) u(m,z)d,o(m,z) + mhgl(m,z)o,0(m,z) =

= —a(m,z)(9,u(m, z) + mo,hy(m,z)) +
m m
+—j B (m—m',m)ae(m’, z)c(m—m',z)dm' +
2 Jo

—m [~ B (m,m")a(m,z)o(m',z)dm’.
De I'expression de I'équation (3.4) il résulte de® caractéristiqgues sont déterminées par le sgstem

d’équations

(35) 2= u(m(t),z(t)),

(36) L =m(D)hy(m(b), z(t))

avec les conditions initiales pogm(t,), z(ty)). Comme le second membre des équati@s) — (3.6) est de

classeC! par rapport m,z), pour tout(m,z) € Q il existe une courbe et une seule qui est défiaieles
équations(3.5) — (3.6) et qui passe paim, z). Nous désignons ces courbes par
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(3.7) ¥ ={n(6),2,®) € Qlt € [to, t1]}

etpar" I'ensemble de toutes ces caractéristiquesans (3.7)m,(t) et z,(t) sontdes fonctions qui satisfont
au systeme d'équation®.5) — (3.6), tandis quet, et t; sont tels quez,(t,) = 0 ou 1, oum,(t,) =m et
z,(t;) = 0 ou 1, mais, comme on le voit aisémemt,peut étre choisi arbitrairement.

Lemme 3.2.Chaquey € I'}, courbe définie par les équatio@5) — (3.6) et les conditions initiales, peut étre
représentée par une fonction contirafen) = z(m) dem € [my, m;] a valeurs dan§0,1] (avec certainsn,,
m, € [m, «o[) et la fonctionz(m) est strictement croissante dans la parti€mfz(m)) € Q, et strictement
décroissante dans la partie Gu,z(m)) € Q,.

Démonstration. Commembhg (m,z) > 0 pour tout(m, z) € Q(voir(2.16)), I'équation (3.6) implique que sur
y la fonctionm, (t) est strictement croissante, ce qui nous permeepi@senter par une fonctiorz(m) =
zZ(m) pourm € [my, my], my = m(ty), m; = m(t;). Des équationg3.5) — (3.6) on déduit que

dz(m) _  u(mz)

dm mhg(m,z)

(3.8) pour (m,z) €Y.

La définition des soudomainef2; et 2, et la relation (3.8) entrainent q@_%;"—) >0 si (m,z(m)) € 2, etque

% < 0 si (m,z(m)) € 24, ce qui prouve la deuxieme partie de I'énoncéedanhe.
On voit aisément que, quelque spi€ T*, T ety possédent au plus un point commun, que nous notons

(ms(¥), 2z (1))

Si on définitty par la relation
(my (t5), 2, (t5)) € X,
ona
(Mmz(¥), 2z(¥)) = (my (tz), 2y (t5))-
On remarque quens(y) et zy(y) vérifient les relations
my(y) = my(z5(y)) = my(ts), zz(y) = maxz(m).
Nous posons
39) y®=ynay, yP=yni,
r'V=g®=ynayery
r'®=pm=ynnlyer)

Commez(m) est strictement croissante paup < m < mg(y) et strictement décroissante dang(y) < m <
m; (voir le lemme 3.2), on peut définir les fonctiomél)(z) et mgz) (z) par les relations
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— (D @
(3.10) m=m,’(2) ® (mz) ey, m=m,”(2) & (m,z) e y®.
Lemme 3.3.0nsuppose&ue X Ny # @. Alors, quelquesoit > 0, il existeun § = §(¢) > 0 telque

Z2(y) 1 ' Zx(y)-6 1 '
4, < S
(3.11) fzx(]/)—S u(m;(/l)(Z’).Z’) dz < e, le(y) “(my)(z’)'z’) do=e

Corollaire. Onpose
zgy)=zz(y) siXny =0, zgy) =1siycay,
Zgy) =zy(y) siZny # @, Zgy) =1siyca,.

Alors, quelquesoit € > 0, il existeun § = §(¢) > 0 telque

0

e — ——dz <e¢,

V=0 umP )2

2" umP )z
4. Transformation de I'’équation

Les caractéristiqueg étant définies, nous pouvons écrire I'équatior)(8otmme la Famille d’équations sur
yer?

(4.1)  Lo(m,(6),z,(t) =

= —o(my (t), 2, (1)) (MO hg (My (), 2, (1)) + ;u(my (1), 2, (1)) +
my, (t) my (t) o ) ’ ’
+Tf0 p (m,(t) —m',m)o(m',z,(t))o(m,(t) —m’, z,(t))dm’ +

—m, () [, B (my, (£), m")a(m, (£), 2, () o (m’, z,(£))dm’;
ici, pour ne pas alourdirdcriture, nous avons écrit
Omhgi(my, (), 2, (1)), O,u(m,(t),z,(t))
au lieu de
ImPgi (M )| 3,232 (002, (00 074 D )= (01,2, 0)
Si nous introduisons les opératedfgn, z; o, g] et L[m, z; ] par
(42) K[m,zo,0] = [ B(m—m',m)a(m—-m',z)a(m’, z)dm’,
(43) Llmzo]=["p mm)o(m’, z)dm,
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nous pouvons écrie I'équation (4.1) sudans la forme
(4.4)  Lo(m,(t),z,() =
= —a(my (1), z,(t)) (MO hyg (My (t), 2y, (t)) + 0,u(my (t), 2, (1)) +
+m, (t)(%K[my(t),zy(t); 0,0] — a(m,(t),z,(t))L[m,(t), z,(t); o]).
Si on considére I'équation (4.4) séparément)dlir=y n 2, et sury® =yn,, on
peut méme transformer (4.4) dans une forme relatieevariablez. On rappelle que sur =y uy® on a
do _ dodz

(45) G =T5 = 5uin,©),2,0).

Considérons d’abord I'équation suf et utilisons la fonctionnﬁl)(z) (voir (3.10)). Si on introduit les
notationso (v; z), hg(¥; 2), u(y; z) par

(4.6)  o(r;2z) = oM (2);2), h(y;2) = huy(mP(2);2), u(y;2) = umiP(2); 2),

compte tenu de la relation (4.5), nous pouvongeétéquation(4.1) dans la forme

do(y;z o(y;z
(47) LY = 20D 1,50, hy(y; 2)) + ,u(y; 2)) +

dz u(y;z)
@ D) 76,01 - o DLIMD (2, 7 0])
u(y;Z) 2 ‘}/ ) ) ) ) ‘}/ ) ) .

L’équation (4.7) doit étre envisagée stlintervalle [zé”),zf’)] et avec la condition initiale

— 1
4.8) a(y;z") =amP "), 2",

ou z resp.z,"”’) est la valeur la plus petite (resp. grande r . La condition (4.8) n'est autre que la
12" (resp.z\”) est la valeur la plus petite (resp. grande).dairy®. L dition (4.8) n'est autre que |

condition (2.3) restreinte s, US, et exprimée par rapportyd € 'V, Sury®, en utilisant la fonction
m{?(z) et les notations(y; z), hg(y; ), u(y; z) tout analogues (avee.” (z) au lieu dem’(z) dans (4.6)),
compte tenu de (4.5), I'équation (4.1), de maniéut analogue a (4.7), peut étre écrite dans tador

(4.9) LYD = 20D ,D ()5 hy(y; 2)) + ,uly; 2) +

dz u(y;z)
MLAC) CkmP (2,2 0,0] — o(y; )LIMP (2), z; o))
u(y:Z) 2 ‘y ) J ) ’ ‘y ) J .

L’'équation (4.9) doit étre considérée sur l'intdlwd0, zg”)], ou ng> est la valeur la plus grande desur y(.

Siy@nx=g, alorszg”) =1;siy®nx =0, alorszg’) = zy(y). La condition (2.3) se traduit en

(4100 o(;2”) = o(r; 1) =a(my? (2”), 2" si (mP(z), ) € $1.
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D’autre part, si(m}(,z)(zg”)),zé”)) € X, alors la valeur de(y; zéy)) doit étre égale a la valeur au point&
2 =z de la fonctiona (y; z) qui satisfait & (4.7).
Il est utile de rappeler que darls on au(m,z) > 0 et dansf2, on au(m,z) < 0. Donc, méme si

formellement (4.9) ne differe de (4.7) que parr@spnce dengz) (z) au lieu demﬁl) (2), les signes des facteurs

_ & _ @ ] .
o0i) o My (respectlvememmy—(z)) dans leur second membre sont opposés 'un ad'aut
u(y;2) u(y;2) u(y;2)

5. Résolution de I'équation dans4

Pour résoudre I'équation (2.1) (ou (3.4)) avec deaditions (2.3), nous la résolvons d’abord d&ns en
supposant que dan3, la fonctiono est égale a une fonction donn@eet puis nous allons résoudre I'équation
dans{2, avec la fonctiono = 0g; dansf;, g, étant la solution obtenue dans I'étape précéd@mnecherchera
ensuite un point fixe de I'opérateur quigaassocie la solution, de la seconde étape.

Pour construire la solutiom = g, dansf; avec la donné& dans(,, on suppose qu’une fonctian(m, z) est
donnée dang2, et vérifie la condition

(5.1) 0< info(m,z) < supo(m,z) < .

Pour préciser les conditions swistence et l'unicité de la solutions dansf; aveco dansf2,, nous
posons

(5.2)  Cp= sup |mdyhg(m,z) +d,u(m,2)|,
(5.3) Cp= sup mpB(m,m).
En vertu du lemme 3.3 nous pouvons choisidyn> 0 tel que

Zx(y) 1 ’
e <
(5.4) fZZ(y)—51 u(mi,l)(z’),z’) dz' <

1

< — —.
4 max ((Ch+CBsuposerI||a(~,z’)||L1(m2(zr)’°o)),CB(m;‘f—m))

Posons encore
(55) Ml = Ssup {ll(m) Z) € y(l)’Z < ZZ(Y) - 61}
YD er@) uly;z

Proposition 5.10n supposeajue o Vvérifie la condition(5.1) etque

1
c14+8200c1 1))
2(e 1+Cl(e 1-1))

(5.6)  |[a]lo(s,usy) <
ou
(5.7) ¢4 =2(Cr+ Cpsup|la(, Z)||L1(m2(z)'oo))M1,
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c; = 2CgM (mf —m), my = sup my(2).

Alors il existe une fonctiom(m, z) = o, (m, z) qui vérifie dans, I'équation (2.1) dans laquelle on substitue
o(m,z) a la place des(m,z) pour (m,z) € Q, et la condition (2.3) (restreinteSy U S,); cette solution est
unique dans la clas9&’(Q,).

Démonstration. Pour construire la solutioa dansQ;, on construitd’abord une approximation successive
{ol"},en, €n utilisant la structure de I'équati@d.7) (et de la condition (5.1). On pose

(58)  ol(y;2) = a(m;" (z("), 25"
et, siol™ est bien définie, on pose
(5.9 o™U(y;2) =3(m” (20", 2”) + G1 (6" (x; 2),

ou G1(-) est I'opérateur intégral défini par

(5100 61(@)¥i2) = = [ 2 (D (@) (1 2) + 0,u(y; )7 +

()
(Z) 1 1 ! ! ! 1 ! ! !
+ i GRIMP (@), 250,01 = o (s 2)LIm, P (2, 2'; o)z

Lemme 5.1Quelquesoit n € N, o™ estbiendéfinieetona

— c 7z
21101l 20 (50us0)€
Co 1= C .z
1_za||0||1,°°(sousa)(e 1% -1)

(5.11)  |lo™ (2|l mmmez) < pour 0 <z <1.

Démonstration On deduit de (5.9) (voir aussi (5.10)) que
(5.12) |o-["+1] ;2)| < E((m)(,l) (Zél’))’zé)/))) +

z O.[n] ;Z’
+f lot™ (v; 2")|

@, s - - i
o a2 + 0ty 2 ds +
0

+ L SO i m ), 201, 1) + 017 ;2 )L 2, 25017

En écrivant||a™ (-, 2)||,» et [|o]|~ au lieu del|o™ (-, 2)||» et [|T]|2(s,us,us,), ON déduit de (5.12) (voir aussi
(5.2), (5.3)) que

(5.13)  |o"™ U (y;2)| < |[o ]| +

+(Cp + Cg sup [0 C, 2 11 (myp(z’ ).f wdz,-l_
n + Cg sup ) L (mg(z"),) 2 u(y; z)

o™z 2e0

Ce(mi —m) [
Cplms —m) fzéy) u(y;2)
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Donc, en vertu de (5.4) et (5.5) on a

(5.14) o™ (y;2)] < |||+
¢ (? 1
+‘f 16, 2) | eodz’ + = sup [|o (., 2')]|oor
2 2 4

C2 2 l / 1 l
+ 3 Lo 16 2)lfedz’ + 5 sup llo(, 2,

ol ¢; et c, sont les constantes définies dans (5.7). Comnt3)Sest valable pour tout® e r'V; en
définissant de maniére naturelle la fonctiofi*(m, z) sur 2, et les normesﬂcr[”“](-,z)||Lw(m_m2(z)) (pour
my(z) voir (3.2)), on déduit de (5.14) que

(5.15)  [lo™ U, Dl < (5]l 00
C1 z ! ! 1 !
+2 [N lmda’ +5 sup 1o, 2) o
0

C z 7 ! 1 !
+;2f0 | o™, z)|iodz +5 sup lo™ (., 2") || o
Considérons la fonction

c
2|[3]| e 1

0<z<1
€21 1= (Y4 ’ —_ —_ .
1-22|[3l o0 (e 17 ~1)

(5.16) X(2) =

On constate qué&l(z) vérifie les relations
LX(2) = c1X(2) + X (2), X(0) = 2|[3]| =
et donc
(5.17)  X(2) = 2|[Gll,= + c1 [; X (2)dZ + ¢, [(X(2))*dz .
D’apres (5.6) et (5.16) on a également
X(1) <1
On va montrer que, quelque soé N, la fonctiona!™ vérifie I'inégalité
(5.18)  [loM(, 2l < X(2).
En effet, pour & 0, I'inégalit é(5.18) résulte immeédiatement de la définition (5.8).

Supposons maintenant qué€! vérifie (5.18). En substituant (5.18) dans (5.18)a

o™, 2) || o < (5]l + Cz—lfozf(z’)dz’ + C?ZfOZ}(Z')dZ' + %Y(Z) + if(z),
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ou, compte tenu de la relatiof(z) < X(1) <1,
lo 1, 2) [l < (1Bl +2 7 X (2)dz" + 2 [ X (2)dz' +5X(2).

Cette inégalité et I'égalit€5.17) entrainent||s"*11(.,2)||;» < X(z) pourz € [0,1], ce qui démontre (5.18) et
donc (5.11). Le lemme est démontré.

Suite de la démonstration de la proposition 5.1fdsant la différence entre ka +m-ieme approximation
o™*m] et la nieéme approximatiors!™!, des définitions (5.9) et (5.10) on obtient

(5.19)  om(y;2) — olM(y;2) = [F—

0D D(z)dz,

D(z) = (61 — g1y (M ()0 hy, (v; 2) + O,u(y; 2)) +

1
m(2)

T2

(K[m](/l) (2), 2; O.[n+m—1], O.[n+m—1]] _ K[m)(,l) (2),2; O.[n—l]} O.[n—l]]) +

-y (@) (o (s 2)LImy (), 73 0] — gy 2)LImy P (2), 73 01 1)),

D'apreés les définitions (4.2), (4.3) @tinégalit é(5.11) ainsi quel’hypothese sur g, il existe deux constantes
Cy et C, telles que

(5.20)  [D(2)| < Co,
(5:21)  [D(2)] < Cille™™7UC, 2) — oM HC, 2o

Soit € un nombre réel strictement positifiapres le lemme 3.3 il existe uA(e) > 0 tel que

zz(¥) 1 r_ & €)) (1)
(5.22) fzw)_s(e)u(y;z)dz = 2o, YW Er®.

On pose
(5.23) Ly(e) =y® €I sup {#Z) |(m,z) € YD,z < zy(y) — 8(e)}.

Des relationg(5.19) — (5.23) on déduit que

|O.[n+m] (y;2) — gl ;2)| < Li()Cy fOZ I J[n+m—1](.’Zf) _ J[Tl—l](.’z’)llLoodZ’ + i,

d’ou
lo™*™ (., z) — g™ (., 2) ||\ <

< Li(e)G fOZ | amtm=t(., 2"y — g2, 2 || od 2’ + %

En répétant une procédure analogue, on arriveégélité
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n 11
(5.24)  [lo™™(, z) = oM, D)l < (Ly()CH™ 2 lot™ = 0| y0q,) + = TR
Comme, en vertu du lemme 4.1, il existenune N tel que
L1i@C)" = (o™ = 6|0 g,y <= ¥n = ne,
on déduit de (5.24) que
(5.25) |le™*™(,2) — ™ (., 2)||0 < € YR =1, YM > 1.

c’est—a—dire {oI"},cy est une suite de Cauchy dans la topologi&t€;) et donc, quand tend vers l'infini,
o™ converge vers une fonctian= o, dansL*(Q,).

Il n” est pas difficile a démontrer que la limite= o, satisfait & I'équation(2.1) dans laquelle on sitipest
6(m,z) ala place des(m,z) pour (m,z) € Q, et a la condition (2.3) et que la solution estjuei

6. Résolution de I'équation dans,

Maintenant on se propose de résoudre I'équatidr) &nsQ,, en supposant que daf la fonctiono est
égale a une fonction donnée(plus tard on substitueraala solutionc; de I'’équation (2.1) dan®, avecc
donnée dans,).

De maniére analogue au cas relatig on suppose que
(6.1) 0< infog(m,z) < supao(m,z) < o
et, a I'aide du corollaire du lemme 3.3 on chaisits, > 0 tel que

m

6.2) [7Z &

————dz' <
282 fumP (2)2)]

1
< — — —
4 max ((Cp + Cplloll 00,y (M5 — M), Cg(my” — M)

( Cy, et Cp sont les constantes introduittens(5.2) et (5.3)) et nous posons
(63) M,= sup {1/(m,z) €y@,z <z —5,}.
y@Per® |u(y; 2)|

Pour démontrer I'existence et l'unicité de la sointc = o, dans(2,, nous supposons, de maniere analogue a
(5.6), que

— — 1
(6.4)  max (|lollyz(sy, Io1zll=z) < e B 1)’

oug|, estlarestrictionde aX et

(6.5) ¢c3=2(Cp+ Cﬁ”E”Lw(Ql)(m; —m))M,, mf = sup my(2),
52



€4 = 20pMH(m — my), my = inf mg(2).
_ 2 2 _
m= y@® er sup ,{m](, )(O)|m](, )20 <m}.

Proposition 6.1. On suppose que les conditions (6.1) et (6.4) s@nifices. Alors il existe une fonction
o(m,z) = o,(m,z) qui vérifie dansQ, I'équation (2.1) dans laquelle on substit(@n, z) a la place de(m, z)
pour (m,z) € Q, et la condition (2.3) su$; et la conditions(m,z) = c(m,z) pour (m,z) € Z; cette solution
o est unique dans la claskg(Q,).

Démonstration. Comme pour la proposition 5.1, nous allons w@ilig forme (4.9) sup® de I'équation. Or,
dans le cas ol le point de dep(artgz) z),2z8") dey® se trouve SUE, nous posons la condition

—_— 2 . 2
6.6) o(r;2") =P =),z si P @),z e 2,

tandis que, dans le cas Qm(z)(zz”)) zé”)) € S;, nous considérons la condition (4.10) déja intiedu
précédemment. Toujours comme dans la démonstradgida proposition 5.1, on construit une approxiorati
successivec™},cy. On choisitsll(y; z) égale a la donnée initiale (4.10) ou (6.6), ciestire

6.7) ol(y;2) = 5(mP (=), 2),
ou
=0 si mP@"),z") ez, 5=5si mP =), z") €s,,
et, siol™ est bien définie, on pose (avec la méme notaEﬁ@n}(,Z) (2", 2{") utilisée dans (6.7)
(6.8) ol l(y;2) =3 (m” (), 2 + Ga(a™) (v 2),
ou G,(-) est défini par

6.8)  G2(0)(1:2) = = [n s (0 (@) Omhn(¥; 2) + Opuy; 2))dz +

()
(z" 1 2) 0 ’ ’ 2) 0 ’ ’
+ L s GRS (2),250,0) — a(v; 2)LImy” (21), 2'; o))z

Lemme 6.1.Quelquesoitn € N, o™ estbiendéfinieetona
(6.10) oM(m,z) =0 si m >m,

[
2A0’1€ 3Z
—2t4 €32 _
1 2C3A0,1(€ 1)

(6.11)  le™M(, 2) |y < pour 0 <z <1,

Aoz = max (5] o(s,r 15]sllio))

Suite de la démonstration de la proposition 6.% fdis construite la suite de solutions approché®s vérifiant
les relations (6.10), (6.11), on peut proceder daiare tout analogue a la démonstration de la gibpn 5.1, en
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faisant la différences™* ™ (y; z) — o™ (y; z) (pour o™ construites dans le lemme 6.1) comme dans (5t¥E9) e
'estimant comme dané5.20) — (5.25), de sorte que la la démonstration de la propaséid sera complétée.

7. Estimations deo, sur Q; etde o, sur Q,

Méme si la démonstration des propositions 5.1 Etcéntient implicitement (voir les lemmes 5.1 el)6une
majoration de la norme de, dansL”(Q;) et de celle de, dansL*(Q;), pour nos ultérieurs raisonnements il
nous convient’améliorer ces estimations. Nous commencons par la démadostide la positivité des; .

Lemme 7.1.Soit 6 = o, la solution de I'équation (2.1) day,, obtenue dans la proposition 5.1 (sous les
conditions de la proposition 5.1). Alors on a (7.191(m,z) = 0 V(m, z) € 0.

A l'aide du lemme 3.3 on choisit ufy, > 0 tel que

72 [Z® L 47 < !

zzN=01umV(z),z) T 4max (CpCplmE-m))

et on pose
(7.3)  u, = sup {1|(m,z) e yW,z < zy(y) — 6},
yWer® u(y; 2)
(7.4)  a; =2Cpu,, az=2Cpu,(m§—m).
On a le lemme suivant.

Lemme 7.2.Soit g = g, la solution de I'équation (2.1)dans;, obtenuedansla proposition5.1 (sousles
conditionsdela proposition5.1). Alorsona

(7.5)  o1(m,z) <A V(m,z) € (4,
ou

o=
2e™ ”‘7”L°°(sousa)

(7.6) A=—p— RS
l_za_1||0-||L°°(SOU5a)(e 1-1)

Démonstration. On considere de nouveau I'équati@h?7) vérifiee parc. En vertu de la condition (5.1) et du
lemme 7.1 0n a

o(y; Z)L[m](,l) (2),z;0] =0,
ce qui nous permet de déduire de (4.7) que

llo (2"l 00

(7.7) |O'()/, Z)l < ”0_”L°° + Chf y u(y;z) dz’' +
o,z
c ———=dz’
+Cg(ms — m)f(y) ) '
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ou on a écrifla (-, 2)||= et |all,~ au lieu delja(, 2)||r= et||a]|i=(syus,usy-

L’inégalité (7.7) étant établie, on peut procédéune maniére analogue a la démonstration du lemmeeh 1 (
particulier, a partir de (5.13)), en remplacantc; et c, par a; et a, définis dans (7.4) (vois aussi (7.2), (7.3)).
De la sorte on aura

—_ a
2||5| 00 1%

%25 @7 _
1-222([5| o0 (e “17 ~1)

lo(,2)||pe < pour 0 <z <1,

d'ou le lemme.

Lemme 7.3.Soit 6 = 6, la solution de I'équation (2.1) daif,, obtenue dans la proposition 6.1 (sous les
conditions de la proposition 6.1) avéc=c; dans;, ou o; est la solution de I'équation (2.1) dafiy
obtenue dans la proposition 5.1. Alors on a

(7.8) o0,(m,z) =0 V(m,z) € (2.

Démonstration. On procede d’'une maniere analogue a la démoiastrdtl lemme 7.1. On rappelle d’abord que
o = o, satisfait, sur chaque® e ', a I'équation(4.9) et que, en vertu de la défimitde K, on a

©
my @ e (2) _
u(y;z) K[m,”(2),z,0,0] 2 0.

Analoguement au cas précédent, on choisifup- 0 tel que

zx(¥) 1 ' 1
< —
(7'9) fZZ'(]/)—gz |u(m§,2)(z’),z’)| dz’ < 4 max ((Ch+CBA(m$—m)),CB(m)JE—m))

et on pose
(7.0)  u,= sup {1|(m,2) €yM,z<z5(y) — 64},
yWerQ) uy;z
(7.11) a3 = 2(Ch + CRA(ME —M))p,, ay = 2Cpu,(mf —m).
On a le lemme suivant.

Lemme 7.4.Soit 0 = 0, la solutiondel’équation(2.1)dans2,, obtenuedansla proposition6.1 (sousles
conditionsdela proposition6.1) avecs = o, dansfq, ou o, estla solutiondel’équation(2.1)dans 2,
obtenuedansla proposition5.1. Alorsona

2e%3 max (||E||Loo(sl),A)

(7.12)  o,(m,2) < V(m,z) € 0,.

_% = A az _
1 Za3 max(||a||Loo(Sl),A)(e 3-1)

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme 7.2, ondéemes L’équation (4.9) vérifiée par sur
y®@. En vertu des lemmes 7.1 et 7.3 oa,2> 0 et o, > 0, et donc

a(v; LM (2), ;0] = 0.
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Compte tenu de cette relation, on déduit de (418) q

(7.13)  |o(y;2)| = max (|[o]]r=, [[o1]5]lL=) +

ﬂg+%wmw@w@_mnflwﬁwmﬂw+
L L, u(y;z)
2
2z oG
+Cp(my(2) —m) fzéy)—u(y;z,) dz'.

L’inégalité (7.13) étant établie, on peut procédgme maniére analogue a la démonstration du leinéen
particulier, & partir de (6.12)), e;m remplacantc; et ¢, par az et a, définis dans (7.11). De la sorte, en

rappelant la continuité de, sur chaque/® e rV, on aura

— a_z
2 max (||a]le0.llg1]l 00)e 3

0(2z)|[pe < —
lo ¢ 2. 1-22 max (|[7]] 0 | 0] 00) (e 3% ~1)

pour 0 <z < 1.

A l'aide du lemme 7.2 on en déduit le lemme.
8. Existence de la solution dans)
Maintenant nous allons chercher la solution du lgmbk (2.1) ou (3.4) comme un point fixe = a5.

On définit d’abord 'opérateué qui, ao associe la solutioa, de I'équation (2.1) dansf,, plus
précisement on pose

G=G,0G,
avec
Go: L7 (1) = L7 (1)
o -0
et

G1:L7(021) - L*(123)
g1 > 0y
avec G, et G, sont définies ci-dessous.
Proposition.8.1.L’éguation(2.1)avecla condition (2.3) admetunesolutiondansla classeC([0,1], L*(R*)).
Pour démonter cette proposition on utilise le théw de Schauder. On considére un ensem®ple

By = {0, € L”(2,), 0 < 0,(m, 2) <Y (0)}

2||E||L(R)ooe_cl+

ou Y(0) = p— —
1+2a||a||L(R)00+(1—e 1)
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et B la fermeture de son convexité ('ensemble convexgus petit qui contienB)
B = conv (G(By)) € By
Il est clair queB est un convexe €t(B) < B. On va montrer qué est compact.

Lemme 8.1.0nnote G |’applicationqui, a ¢ € B, associeo, € B, telleque

G(0) = (G2 °G1)(0) = Gz(01) = 0,
L’opérateur G estbiendéfinisur B, et B estcompact

Démonstration. En effet, d’apres le lemme 8.1 toutes les fomgti®, de B sont uniformément bornées, donc le
premier point du théorémé&Ascoli-Arzela est vérifié. Maintenant on va montrer |'é@guntinuité deG (B,).

Lemme 8.2.L’'opérateurG estcontinude L*(2,) danslui méme

Démonstration de la proposition 8.1.0n voit que a l'opérateuf est continu et d’apres le lemme 8.2 la
compacité deB est assuree par le théoréme d’Ascoli-Arzela. Baséquent, d’aprés le théoreme de Schauder il
existe un élément, € L*(£2,) tel queG (o) = 7, c'est-a-direg = o,. Ce qui achéve la démonstration.

3.4. Calcul numérique (mouvement de l'air sur unenontagne)

1. Introduction

Nous allons présenter le résultat du calcul numérips équations stationnaires du mouvement dechair
une dimension. Les équations considérées concemeitesse, la température, la densité et la preste I'air
selon le modéle d'un gaz visqueux et caloriferagegrésentent un mouvement de l'air qui passe sar un
montagne, c’est-a-dire sur des lieux élevés. Dansadre d’Analyse fonctionnelle, les équations djaz
visqueux et calorifere ont été étudiées par plusiauteurs, mais, méme dans le cas stationnaiestd beaucoup
a faire pour établir leurs propriétés fondamentgdesmi les travaux sur le sujet on trouds], [3], etc...).

L 'objectif de notre travail est de valider le modéda reproduisant le profil des quantités physicupartir
des équations, profil conforme aux lois physigigseffet nous montrons que, suivant notre schéncaldel, la
température descend quand I'air arrive sur la ngyrgaet croit de nouveau quand l'air descend deolatagne,
comme prévu par la théorie physique.

Du point de vue technique, nous avons utilisé lahook de difféerences finies (pour les généralitétade
méthode de différences finies et ses applicatiaxséguations de ce type, voir par exemi@8],[27]). En
outre nous avons considéré le probleme de Cauchgalgations différentielles ordinaires du secomtieoy la
motivation de ce choix est illustrée a la fin dugzraphe 3. La méthode du calcul utilisée dansdsgnt travail
nous a été inspirée par le travggh|.

Nous tenons a exprimer notre gratitud®&¢ Cravero de I'Université de Turin, qui nous a dodeé
informations techniques pour le calcul.
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2. Equations du mouvement de l'air

Rappelons d’abord les équations génédalasouvement d’un gaz visqueux (voir par exenjil@])

di0+V.(ov) =0, (2.1)
0 (% + (v. V)v) =nVv + (( + g) V(V.v) — Vp — gges, (2.2)
ch( +‘UVT)—KAT pV.v+n X7 1(% %—— i )av‘+((Vv)2 (2.3)

ou o(x,t) désigne la densité de l'awr,= (v, (x, t), v,(x,t), v5(x, t))la vitesse de l'airT (x, t) la température
et p(x,t) la pression; en outrey, et {sont les coefficients de viscosité,le coefficient de
thermoconductibilitéc, la chaleur spécifique de I'aig, I'accélération de pesanteuregt = (0,0,1)T. Pour la
pressionp nous adoptons I'équation

R
p =—o2oT, (2.4)
Um

ou R est la constante universelle des gag,gtla masse molaire moyenne de l'air.

Soith(x;) une fonction suffisamment réguliére qui représémteauteur de la surface de la Terre. On va
considérer I'écoulement dans une couche proche sleflacgx; = h(x,)}.

Pour modéliser cet écoulement par des équsatin une dimension, définissons la vitegsée long de la
surface{x; = h(x;)}

1
dh\2%\ 2 dh
c'est-a-direw est la composante de la vitesse dans la direction
N 1 h' d
{=(—0 D' (h = h(x1)>
Vi+h? J1+h %

En outre on a besoin d'introduire la “section dure@mt”, qui n'est pas définie a priori, et I'effietla friction
avec la surface terrestre. Pour que la "sectionalurant”, ou I'épaisseur de la couche, soit détg@de maniere
cohérente avec la description du mouvement deefadimensior3 représenté par le systeme d'équations
(2.1) — (2.4), il faut gu'elle soit déterminée de sorte que &spion soit fonction de la densité et de la
température a l'intérieur de I'écoulement dam®iache considérée coincide avec celle de I'extef@autre
part pour caractériser l'effet de la friction alesurface terrestre nous introduisons le terragvy dans
I'équation de la quantité du mouvement.
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Dans la suite nous écrivons simplemenau lieu dex; et considérons le mouvement stationnaire de l'air
dans une couche proche de la surface ou, ce quégsatvalent mais plus facile a imaginer, dansuyau que
nous construisons dans notre esprit. Désignons kg x) la “section” du courant ou du tuyau, alors en téna

compte des relations entre la longueur dans latibre 5 et la dérivée par rapport:g pour I'écoulement
stationnaire dg2.1), on déduit I'équation de continuité “en tuyau.”

d [ e(x)S()w(x)

. =0, (2.6)

1+n”

Quant a l'équation de la quantité de reawant, on considere I'équatigd.2) multipliée par? ;ony
introduit le terme de la friction avec la surfacew et le gradient de la pression de base de sorte que pour
w on a

oS d R 6 QS

d?w
w—w = fi—+ fw — 0Sg —aw +v,
12 dx dx / axum f w2

2.7)

ou

n 2
— [ (3n”+4)+¢|,

fz=ﬁh~z[_g(h'2+4)+q(2h'z O] -w (e +Dn

. d? W d?
(h —Wh(.?(), h —ﬁh(?())

L'expression des coefficients @2.7) résulte des calculs assez longs mais élémentaires.

Pour I'équation du bilan de I'énergie, les caldets coefficients d€2.3) effectués en tenant compte des relations
. . 2 ;oo d . N
entre la longueur dans la direction fle et la derlvee(; , hous conduisent a

S dT d?T R d S d d
1+h’ 14+h
ou
1 4 2
9= = (n(3+1°)+¢)
1+h
—2h' n
g2 =—7-h"(5+<)
L+ (3 )
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4
92 w2 (0450 + gn?)

T (1 +h?)3

En vertu de l'équationi2.6), la fonctio?22%®  qemeure constante. Nous écrivafs pour désigner cette

,/1+h’2

LWQ =K, (2.9)

1+h

constante, c'est-a-dire, on a

Si la fonctionS(x) est connue, I'équatidi2.9) nous permet de réduire lI'inconngecomme fonction dev ou
w comme fonction de. Dans notre calcul nous allons utiliser I'égalité

_ Key1+n” _ (2.10)

¢= Sw

3. Schéma numérique avec une section donnée
Maintenant nous nous proposons de discrdase¥quations; en utilisant I'approximation centeiq

dw| W(i+1)—w(i—1)N

~

dx 7T 2

2
ZTVZ |x=i ~w(@i+1)—2w(@) +w(i —1))N?

pouri = 1,..,N — 1 etanaloguement pout, on écrit la version discrétisée des équatihg) et (2.8) dans
lesquelles nous substituons la relati@10). De (2.7) on obtient I'équation discrétisée

koR d ,1+h'2(i) M{—

um\/1+h'2(i) ax w®)

J1+ @ )T :
/1+h’2(i)§[;— —|NT(@) + 31— DIMHD-TAR) —RDkpg s — aw(D +7, i=1,.,N -

w(i+1)  w(i-1) w(i)

w(i+1)-w(i—-1)
2

ko N=£fOW>G@+1D-2w@ +wi—-D)N2+ £,(Ow(@) —

1, (3.1

tandis que d&2.8) on déduit

T(i+1)-T(i-1)

kocy N =

2
"[(T(i +1)=-2T@{)+ T — 1))N2] _

K /1+h’2(i) ; 1) —w (i
R Q Ll) S(i) w(i+1)-w(i 1)N 1 +S(l');—x

: : w(i) +
S@mm w(i) 2 Jren*a

1
/1+h’2(i)
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N 2 N e
W(l) + gl(i) (w(1+1) w(i—1) N) n gz(i)W(i) w(i+1)-w(i—-1) N +

(SG+1)—SW))N - -

1
/1+h’2(i)

gs(Ow@? i=1,..,.N—-1. (3.2)

Pour la commodité du calcul nous réécrivons lesiguos (3.1) et(3.2) dans la forme

_ _ 2 Q T(l) 1 _ k_g L . _ .
w(i+ 1) [ — £ N2 - TEN )2] + T + 1)[ e sz] =Lw(i — DN + £, (-2w(@) +
2. 2,

. 2 Ny KR d\/1+h O\ @) / w(i-1T() _\/1+h Ori-n o

w(i 1))N + £, (w(i) J — — ()+ 1+h () OE N > @ N
Umo1+h ™ (D)
h (l)kgg— —aw(@)+y, i=1,..,N—1, (3.3)
w(i + 1) [R52 "@”T(” 922w (@) — g () XOEDN2] 4 7+ 1) [N — kN2 = “LENT (- 1) +
k 1+h’ () —w(i—
K[=2T(@) + TG — DIN QS“ > SO gD N L) sOwWO) L= ) +
pm W) z \/1+h'2(i)  en?

Jiz(so +1) = SOINWD |~ g: Ow(i = D(wD —wli - D)E ~ g, OwO 2N +
1+h " (i)

gsw(@? i=1,.,N-1; (3.4)

nous avons également adopté I'approximation

‘ (W(i +1) —

Nw(@) —w(i —1))N

50 w(i—1) ) _gl()w(i+1)—w(i—1)

2 2

du terme non-linéaire pour rendre explicite le scaéumérique.

S la fonction S(x) est donnée, on peut résoudre le systeme d'éqedBd) et (3.4) avec les données des
valeurs dew(0),T(0),w(1),T(1), c'est-a-dire comme le probleme de Cauchy avedolesées initiales (0) =

ay, T(0) = by, Z—: |x=0 ~ (W(l) — W(O))N =a,, % |x=0 ~ (T(l) — T(O))N = b, . En effet nous allons le

résoudre, en choisissant les valeurs convenableg,dk,, a,, b;.

Notre choix d'utiliser la méthode de différencesiefs pour le probleme de Cauchy est motivé avaniar
le fait que, si dans les équatiofis7) et (2.8) on substitue aux coefficients les valeurs raisolasadiu point de
vue physique, on constate que les coefficientdeteses ayant la dérivée premierewlet deT sont beaucoup
plus grands que ceux des termes diffusifs ayaidilaée seconde de et deT; cette circonstance rend difficile
I'application de la méthode variationnelle au peofd aux limites.

S nous considérons le probleme de Cauchy, le cdes valeurs dev(0) et T(0) sera motivé par la
considération physique. D'autre part, nous chasissles valeurs déw(1) —w(0))N = a, et (T(1) —
T(O))N = b; dans l'esprit de la considération suivante.
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On considére I'équation différentielle du secoruafe
V') =M@Y () + g (), Y (x),%, (35

a valeurs dan®™ avec une fonctiory réguliére etM réguliére et petite, et on suppose que

Y(0) =Y, € R™ (3.6)
A lI'équation (3.5) on associe I'équation différentielle du premieirer

7'(0) = g(T (), 7' (%), ), 3.7)
et on considere la condition initiale
Y(0) = v,. (3.8)

Maintenant on suppose que le probleme del§a(B.7) avec la condition(3.8) admet une unique
solution dans l'intervallg0, 1] est que la solution est réguliére, ce qui arrredueg est réguliere.

On considére un autre probleme de Cauchy

{U'(x) =M)U""(x) + h(Ux), U (x),x) + 6(x),

, = 3.9
U(O):YO‘l‘EO ,U(O):Y'()‘l‘gl ( )

h(U(x),U'(x),x) = g(U (), U (x),x) — MY "(x).

CommeY (x) est la solution d€3.7) avec la condition(3.8), il est évident que sif = 0,&, = 0,&; =0 le
probléme(3.9) admet la solutioW (x) = Y (x). On suppose que ce probléme est bien poséfpeud, g, =
0,&, = 0. Alors pour (6, &, &) dans un voisinage d@, 0,0) il admettra une unique solutidin(x) = Y(x) ,
c'est-a-direY (x) sera la solution d€3.5) avec la condition(3.6) et la conditiory’ (0) = Y'(0).

4. Approximation successive pour la section

Comme nous I'avons mentionnée plus haut, la sedtiaourantS(x) devra étre déterminée de telle sorte que
la pression déterminée par la densité et la terhypéra I'intérieur de I'écoulement dans le “tuyaaincide avec
celle de I'extérieur. D'autre part, nous résolMesquationg3.3) et (3.4) avec la fonctionS(x) donnée.

Donc pour déterminer la sectidt{x) de telle sorte que la pression intérieure détegmiirectement par la
solution des équation@.3) et (3.4) corresponde a la pression extérieure estiméaa tie la densitg
obtenue, nous construisons une approximation ssivees™, n = 1,2, ....

Choisissons d'aborgil] de maniére convenable; par exemple nous choisissons
sitlx) = 1.
Cela étant, considérons taiéme approximatiors™ de la section du courant. En résolvant les égusitio

(3.3) et (3.4) avecS = SM, on obtient la solutioriw, T) = (w™, ™). On obtient également
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12
ol = Kovi+h-
Sy lnl ?

(voir (2.10)). Cela étant, nous définissons la pression exiéiestimées ™1 par

. _ x . dh(x)
PG =po - [ gee) S 2dx, @)

0

c'est-a-dire, estimée sur la base de la distributéticale deo™. A partir de la pression extérieure estimée
pltilet de la températur™ on définit la densité corrigée

~[n+1
gl = pr+i]
RT

et, en utilisant la loi de la conservation de lasseg(2.9), on définit la(n + 1)-iéme approximatiors™de la
section du courant

KV1+h?
= T (4.2)

S[n+1]
De cette maniére on définit I'approximation sucoess™, n = 1,2, ... de S.
5. Résultat du calcul numérique

Nous avons effectué le calcul selon le schémaiiéustdessus, en choisissant le domaifie< x < 2.10°m
devisé en200 pas(i = 0,1..200),w(i = 0) =w(i =1) =2m/s, T@( =0 =T =1) =
293,15°K et

x—10° \'/x-10° \* \ \
h(x)= W‘Fl 2.10% -1 si 6.10" <x <140.10 )

0 autrement.

En outre nous avons utilisé les valeurs suivantBasccélération de la pesantegr= 9,8 gm?/s?, la

constante universelle des g& = 8,31.107erg/mole.K, la masse moléculaire moyenne de @iy =

28,96 g/mole, la chaleur spécifique, = g ui, la pression au point initigli = 0) 1013 mbar [dans le calcul

nous utilisons la constante conventionnéfjecalculée a partir de pression au point initialeetiensitéo est
calculée pan2.10)], le coefficient de frictione = 0.1 et le gradient de pression de base 0.2 [¢a correspond

a la différence ded.4 mbar de la pression eB00Km]. Quant aux coefficients de viscositg, { et
thermoconductibilité k, nous avons utilisées les valedr0, 40,100 respectivement; mais le résultat du calcul
dépend trés peu de ce choix.

L es résultats du calcul sont illustrés dans lesdiginsérées ci-dessous. On remarque en partiquikgrau
point i = 100, qui correspond a la hauteti®00m, la températurd” atteint approximativemer83,37°K,
c'est-a-dire par rapport au point= 1 correspondant a la hauteQrm la température est descendue de
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9,80 degrés, ce qui correspond presque parfaitement a la desteéoriquement calculée de la température due
a la transformation adiabatique de I'air sans hitéid

En ce qui concerne la stabilité numérique, nous saaomstaté que le schéma numeérique proposé ciglessu
jouit d'une trés bonne stabilité. En effet, commasl'avons évoqué en haut, les résultats sonstadées par
rapport au changement des coefficients de viscagsite et thermoconductibilitéx, ce qui confirme le fait que
la structure principale des équations est donaédapdérivée premiére et que les termes de laé&ksecond
demeurent petits. En outre, quelque sBit choisi dans le voisinage de 1, les solutions agpesw™,

T convergent, numériquement, trés rapidement ver#kae solution.

Conclusion

Des résultats forts intéressantes ont été obteguuigi¢ations et communications ci-jointe¥ relatifs a
'étude mathématique, et I'approximation numeérigie notre modele avec les variantes que nous avons
considérées et nous jugeons que les objectifsssedes ont été atteints a travers une illustratonas résultats
a savoir :

1- Une compréhension approfondie des phénomenes rhiggimues concernant la formation des gouttelettes e
des morceaux de glace dans I'atmosphere.

2- Elaboration d’'un modele mathématique complet assd®rent et objectif, modélisant les phénomenes
atmosphériques en présence de toutes les trasst®phase gaz-liquide-solide et en considérardixestapes
des processus (condensation, évaporation, fusatidifeation et sublimation), tout en prenant emsidération
toutes les parametres physiques présentes a $avempérature, la pression ,les gouttelettesmieseaux de
glaces, la chaleur latente et le phénoméne deatrailors de la description des processus macro et
micro-physiques.

3- Mise en place d’'un systeme d’équations aux déripéeelles non linéaires en dimension 3 sur | loes
lois de comportement (conservation de la masseseteation de la quantité du mouvement et consenvate
I'énergie). Ce systeme a été validé en démontiaxistence et l'unicité de sa solution.

4- Des variantes du modele mis en place et qui coacéétude de la condensation tel que le modele
monodimensionnel relatif a la chute de pluies ajug le modéle bidimensionnel stationnaire avecconéition
d’entrée en présence d’'un vent horizontal ont &bBoéés et validés (existence et unicité démongesg un
choix de conditions aux bords naturelles (qui cpomdent a la situation réelle de I'atmosphére).

5- Une variante du modele obtenu en (1-b) et qui aorecka formation des nuages sur une montagneeiuati
et validé. Une approximation numérique et un atgare pour aboutir a une description réelle de imé&tion du
nuage sur une montagne ont été élaborés, et ldtatésobtenus concordant avec les résultats erpétaux et
statistiques de physiciens et météorologue. Undeétiiochastique de certaines eéquations du modéleé a
effectuée ou I'existence d’'une mesure invariarégadémontré.

6- Une étude approfondie du phénomeéne pluie en oérasit le processus de coagulation couplé a la
condensation et la vitesse de la chute et détermsigulement par la force gravitationnelle, letion entre les
gouttelettes et I'air en présence d’un vent velitic@té réalisée avec des résultats fort intargss, qui nous ont
permis de comprendre le phénomene des orages iquitdieu dans les régions semi-désertique, canqus a
éclairé sur le phénomeéne de la désertification ygre qui est étroitement lie a la circulation l@®u dans
'atmosphere.
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