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Introduction (Rappels de la problématique, des objectifs et des 

tâches à effectuer) 
 
 
 

 
1. Rappel de la problématique 

 
    La modélisation mathématique des phénomènes atmosphériques comprenant les nuages et la précipitation est 
fort souhaitable pour les intérêts pratiques pour la météorologie et ’pour l’intérêt croissant sur le climat. Mais, à 
cause de la complexité du problème qui concerne la mécanique des fluides décrivant le déplacement de l’air ainsi 
que la microphysique décrivant la transition de phase de l’eau dans l’atmosphère, les modélisations 
mathématiques précédentes ([MD], [LTW], etc.) n’étaient pas satisfaisantes. Notre tâche est donc de proposer un 
modèle cohérent du point de vue mathématique ainsi que du point de vue physique pour le mouvement de 
l’atmosphère avec la transition de phase de l’eau. La cohérence mathématique d’une telle modélisation doit être 
examinée avant tout par la question : le système d’équations proposé est bien posé (c’est‐à‐dire, il admet une 
solution locale et une seule de manière continue par rapport aux données). Se pose également la question d’une 
éventuelle solution stationnaire ou globale dans le temps ; en outre les conditions aux limites posent des 
problèmes délicats. En outre pour tester la stabilité des phénomènes modélisés, il est utile d’examiner la mesure 
invariante pour les équations sous des perturbations stochastiques. On devra proposer des modèles des 
phénomènes locaux ou de situations particulières, ce qui servira également comme examen de la validité du 
modèle vis‐à‐vis de la réalité physique. 
 

2. Objectifs  
 
   Le but de ce projet de recherche est de proposer, sur la base de la description physique des phénomènes 
atmosphériques et météorologiques, un modèle mathématique du mouvement de l’air avec la transition de phase 
de l’eau et de l’analyser du point de vue mathématique. La base de cette recherche est la théorie des équations de 
la mécanique des fluides, qui sont généralement des équations aux dérivées partielles non linéaires. 
Notre travail principal est d’insérer de manière correcte dans ces équations les éléments de microphysique et de 
thermodynamique qui décrivent le processus de transition de phase de l’eau dans l’atmosphère et son 
conséquence comme la formation des nuages, la précipitation, le changement de la température dû à la chaleur 
latente. Nous devons examiner la cohérence mathématique des systèmes d’équations proposés et leur 
correspondance aux processus physiques réelles; en particulier nous devons proposer des systèmes d’équations 
modélisant des phénomènes particuliers ou locaux ainsi que des modèles stochastiques et ces modèles doivent 
être confrontés avec les réalités spécifiques y compris celles de l’environnement qui intéressent particulièrement 
les collectivités locales. 
 
 
 
 



3 

 

3. Tâches à effectuer 
 

(1)  Examiner la cohérence des modèles proposés sur le mouvement de l’air avec la transition de phase 
(condensation – évaporation) de l’eau et apporter d’éventuelles corrections à ces modèles.  
Pour ce faire  
(1-a)  Etudier les processus microphysiques concernant la formation des gouttelettes et des morceaux de glace 
dans l’atmosphère et examiner la correction de la description des processus microphysiques dans les modèles 
proposés.  
 
(1-b)  Etudier, dans le cadre de la théorie des équations aux dérivées partielles, les équations de continuité pour la 
densité de l’eau en trois états.  
 
(1-c)  Chercher la solution stationnaire ou la solution globale dans le temps pour le système d’équations du 
modèle proposé sous des conditions convenables.  
 
(1-d) Examiner la possibilité de poser les conditions aux limites qui correspondent à la situation réelle de 
l’atmosphère.  
 
(1‐e) Etudier les équations stochastiques de la dynamique des gaz. 
 
(2) Proposer des modèles mathématiques pour les phénomènes locaux ou spécifiques comme la formation des 
nuages dans une zone marquée par la présence de montagnes ou la formation des cyclones sur la mer réchauffée.  
 
(3) Ouvrir les discussions sur l’applicabilité des modèles proposés avec des physiciens, des météorologues et 
d’autres opérateurs intéressés. 
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  Contenu du travail 

  



 

1. Introduction 
 

Nous rappelons que l’essentiel de notre travail consiste à construire 
détaillé et suffisamment cohérent du point de vue math
décrira le mouvement de l’atmosphère en tenant
ensemble de variantes à partir du modèle générale ont été traitées tel que le cas monodimensionnel et bidimensionnel 
correspondant à la chute de pluie en l’absence et présence d’un vent  horizontal puis vertical (phénomène des orages).

 
2. Modèle mathématique

 
2.1. Introduction 

     Nous proposons un modèle général du mouvement de 
météorologiques comprenant la description des processus de transition de phase de 
cohérence physique ‐ mathématique. 

     Depuis quelques décennies il y a eu des tentatives de modélisation mathématique de
exemple [17], [15]). Même si ces tentatives étaient bien appréciables
spécifiques, dans ces modèles mathématiques la description globale des phénomènes atmosphériques comprenant 
la formation des nuages et la précipitation était loin
proposons  un système d’équations qui résulte des équations du mouvement 
ajoutant la description des processus de transition de phase de 
l’air sec, celle de la vapeur d’eau, celle de 
modifié de ce système d’équations nous démontrons 

2.2. Transition de phase de l’eau 

     Rappelons d’abord les aspects principaux de la transition de phase de 
[26]). La condensation ou la sublimation inverse a lieu quand la
dépasse la valeur critique dite pression

au solide), les valeurs  et 

raisonnement il sera commode d’utiliser, au lieu de la pression de la vapeur
saturée, notée  (par rapport au liquide) ou 

(par rapport au solide), déterminée par la relation

où  et  sont respectivement la constante universelle des gaz et la masse molaire de

On rappelle également que la transition de phase de 
sous le nom de chaleur latente. Nous désignons par 

gaz‐liquide, liquide‐solide et gaz‐solide
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rappelons que l’essentiel de notre travail consiste à construire un modèle
rent du point de vue mathématique comme du point de 

re en tenant compte de la transition de phase de l’eau qui l’accompagne.
ensemble de variantes à partir du modèle générale ont été traitées tel que le cas monodimensionnel et bidimensionnel 

espondant à la chute de pluie en l’absence et présence d’un vent  horizontal puis vertical (phénomène des orages).

ématique général 

un modèle général du mouvement de l’atmosphère et des phénomènes 
météorologiques comprenant la description des processus de transition de phase de 

 

a eu des tentatives de modélisation mathématique de
]). Même si ces tentatives étaient bien appréciables dans leurs aspects mathématiques 

spécifiques, dans ces modèles mathématiques la description globale des phénomènes atmosphériques comprenant 
précipitation était loin d’être satisfaisante. Dans nos travaux [

équations qui résulte des équations du mouvement d’un gaz visqueux (voir
nt la description des processus de transition de phase de H2O pour ce faire il faut distinguer la densité de 

eau, celle de l’eau liquide et celle de H2O solidifiée. Pour un système légèrement 
nous démontrons l’existence et l’unicité de la solution locale.

abord les aspects principaux de la transition de phase de H2O  
]). La condensation ou la sublimation inverse a lieu quand la pression partielle de la vapeur 

dite pression de la vapeur saturée, notée  (par rapport au liquide) ou 

et  dépendent fortement de la température

utiliser, au lieu de la pression de la vapeur saturée, la 
(par rapport au liquide) ou  

(par rapport au solide), déterminée par la relation 

, , 

sont respectivement la constante universelle des gaz et la masse molaire de

On rappelle également que la transition de phase de l’eau provoque l’échange de
. Nous désignons par ,  et  la chaleur latente relative à la transition 

solide respectivement. Ces valeurs vérifient la relation

èle mathématique suffisamment 
du point de vue physique, modèle qui 

compte de la transition de phase de l’eau qui l’accompagne. Un 
ensemble de variantes à partir du modèle générale ont été traitées tel que le cas monodimensionnel et bidimensionnel 

espondant à la chute de pluie en l’absence et présence d’un vent  horizontal puis vertical (phénomène des orages). 

phénomènes atmosphériques et 
météorologiques comprenant la description des processus de transition de phase de l’eau et de montrer sa 

a eu des tentatives de modélisation mathématique de l’atmosphère (voir par 
dans leurs aspects mathématiques 

spécifiques, dans ces modèles mathématiques la description globale des phénomènes atmosphériques comprenant 
satisfaisante. Dans nos travaux [10], [1], [29], nous 

un gaz visqueux (voir [13] ) en y 
faire il faut distinguer la densité de 

solidifiée. Pour un système légèrement 
unicité de la solution locale. 

 dans l’atmosphère (voir [16], 
pression partielle de la vapeur d’eau dans l’air 

(par rapport au liquide) ou  (par rapport 

température . Or, pour notre 

saturée, la densité de la vapeur 

sont respectivement la constante universelle des gaz et la masse molaire de  H2O. 

échange de l’énergie, phénomène connu 
la chaleur latente relative à la transition 

relation 



 

Pour les relations de physique statistique (voir [
présentes dans la Nature et la condensation de 
dits aérosols. En outre, on observe que dans 

d’abord les gouttelettes d’eau liquide et puis graduellement ces gouttelettes 
des morceaux de cristaux dans l’atmosphère, il 

Pour décrire le mouvement de l'air avec la transition de phase de 
suivant: 
 ρ  : densité de l’air  sec . 
 π   : densité de la vapeur d’eau. 

 σ lm  : densité de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de
 σsm  : densité de l’eau solidifiée contenue dans les morceaux de
 v = V1, V2, V3  : vitesse de l'air. 
 ))(),(),(()(, 3,2,1, mumumumu lll=  : vitesse des gouttelettes de

 usm = us,1m, us,2m, us,3m
 
T : température, 
p : pression. 
Ici, par l'air  sec  on entend toute la partie de l'air excepté les

considérer comme fonctions de la position  
doivent dépendre également de la masse  
Notre modélisation base avant tout sur les équations de la
est également essentiel de tenir compte des relations  
exemple [16], [26], [30]); voir aussi [
 
� Densité de la vapeur saturée: A une température donnée  

d'eau, que nous notons  πs,1T   quand elle est considérée sur la surface de l'eau

est considérée sur la surface de l'eau solide (glace). La vapeur empirique 
  

πs,1T ≈

 R0  : la constante universelle des gaz,
 
�  Chaleur latente : la transition de phase de l'eau provoque la variation de l'énergie thermique. Pour décrire ce 

phénomène nous désignons par  Lg/

relative à la transition liquide-solide  

 
� Vitesse de la transition de phase : la transition de phase se
conditions physiques. On suppose que le taux de condensations/évaporation sur cette gouttelette de masse  
est donné par  
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. 

Pour les relations de physique statistique (voir [11], [26]) les gouttelettes de diamètre très
présentes dans la Nature et la condensation de l’eau dans l’atmosphère se produit exclusivement sur les noyaux 

. En outre, on observe que dans l’ atmosphère, même aux températures inférieures à 

eau liquide et puis graduellement ces gouttelettes  d’eau se solidifient. Une fo
atmosphère, il y aura le processus de sublimation: de

Pour décrire le mouvement de l'air avec la transition de phase de l’ eau, nous considérons les quantités physiques 

eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse  m . 
contenue dans les morceaux de glace de masse  
 
: vitesse des gouttelettes de masse  m . 

  : vitesse des morceaux de glace de masse  m

on entend toute la partie de l'air excepté les molécules de  

considérer comme fonctions de la position  χ   et du temps  τ1  . en outre  
doivent dépendre également de la masse  m  de la gouttelette ou du morceau de glace.
Notre modélisation base avant tout sur les équations de la mécanique des fluides (voir par exemple [1

essentiel de tenir compte des relations  sp´ecifiques  de la physique de l'atmosphère (voir pa
]); voir aussi [11]    . Nous les rappelons ci-dessous. 

une température donnée  T , on trouve la densité de saturation 

quand elle est considérée sur la surface de l'eau liquide et  

est considérée sur la surface de l'eau solide (glace). La vapeur empirique de πs,1T

≈ μh

R0T
E0.10763T−27315

T−3125
, E0 = 6.107  (mbar

 
: la constante universelle des gaz, μh : la masse molaire de  H20  . 

la transition de phase de l'eau provoque la variation de l'énergie thermique. Pour décrire ce 

/   la chaleur latente relative à la transition

solide  Lgs  celle relative à la transition gaz-solide. On a 

Lgs = Lg/ + L ls.  

la transition de phase se produit avec une vitesse déterminée par les 
conditions physiques. On suppose que le taux de condensations/évaporation sur cette gouttelette de masse  

]) les gouttelettes de diamètre très petit ne sont pas 
se produit exclusivement sur les noyaux 

atmosphère, même aux températures inférieures à , se forment 

eau se solidifient. Une fois formée 
aura le processus de sublimation: de gaz en solide. 

eau, nous considérons les quantités physiques 

glace de masse  m . 

m . 

molécules de  H20  . Ces quantités sont à 

. en outre  σ lm, σsm, u,m, usm   
uttelette ou du morceau de glace. 

mécanique des fluides (voir par exemple [13]). Mais il 
de la physique de l'atmosphère (voir par 

, on trouve la densité de saturation pour la vapeur 

liquide et  πs,2T   quand elle 
T  est 

mbar). 

la transition de phase de l'eau provoque la variation de l'énergie thermique. Pour décrire ce 

  gaz-liquide, par  L ls   celle 

solide. On a  

produit avec une vitesse déterminée par les 
conditions physiques. On suppose que le taux de condensations/évaporation sur cette gouttelette de masse  m  
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))()(();,( 1,
1

1/ TmSmKmTh slg πππ −= −  

)(mSl   étant la surface d'une gouttelettes de masse  m, 

0)( =mSl   pour  0 ≤ m ≤ ma

2  , 

3
2

3
1

3
2

)4(3)( mmSl π=   pour  m ≥ mA  , 

où  ma   et  mA   sont la borne inférieure et la borne supérieure de la masse d'un aérosol susceptible d'être le 
noyau d'une gouttelette. 
Analoguement on admet le taux de sublimation sur un morceau de glace de masse  m  donné par  

hgsT, π;m = K2m−1Ssmπ − πs,2T,  
  Ssm   étant la surface (approximative) d'un morceau de glace de masse  m, 

Ssm = 0  pour  20 amm ≤≤  , 

Ssm ≈ csm
2
3   pour  m ≥ mA  , 

 cs ≥ 3
2
3 4π

1
3  . En outre nous désignons le taux de solidification par  K l,sT, m   et le taux de fusion par  

Ks,/T, m  . Pour le taux de solidification il est bon de rappeler que, comme la structure cristalline est rare dans 
l'atmosphère, même aux températures inférieures à  0oC  se forment d'abord les gouttelettes d'eau liquide et 
ensuite elles se solidifient. 
 
� Apparition et disparition de gouttelettes et de morceaux de glace : Comme dans la Nature ne sont pas présentes 
les gouttelettes très petites à cause de la courbure élevée de leur surface, qui causerait leur évaporation immédiate, 
et que donc les gouttelettes se forment exclusivement sur les aérosols, il nous convient d'introduire le taux 
d'apparition de nouvelles gouttelettes et ceux de disparition de gouttelettes et de morceaux de glace. 
Nous supposons que le taux d'apparition de nouvelles gouttelettes de masse  m  est  

,)]([])][,(
~

)[(0
++∗ −− TmtNNmg sππσ  

 
Où  N*  est le nombre total de gouttelettes ou de morceaux de glace qui peuvent être formés dans l'unité de 

volume, N
~

est le nombre dans l'unité de volume des aérosols qui se trouvent déjà dans des gouttelettes ou dans 
des morceaux de glace. D'autre part, on suppose que le taux de disparition des gouttelettes de masse  m  et celui 
des morceaux de glace de masse  m  sont données respectivement par  

g1mπ − πsT−  
 et par  

g2mπ − πsT−  
 
� Coagulation : Les gouttelettes et les morceaux de glace, quand elle se rencontre, peuvent former leur union. 
Pour décrire ce phénomène on considère la probabilité  β,m, m′   de rencontre entre une gouttelette de masse  
m  et une de masse  m′  , la probabilité  βsm, m′   de coagulation entre un morceau de glace de masse  m  
et un de masse  m′   et la probabilité  Zlsm, m′   de rencontre entre un morceau de glace de masse  m  et une 
gouttelette de masse  m′  , qui engendre un morceau de glace de masse  m+ m′   
Ce dernier type rencontre se produit généralement à une température inférieure à  0oC  et engendre seulement 
des morceaux de glace. 
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Compte tenu des relations citées ci-dessus, nous proposons le système d'équations suivant: 
 
� équation de la quantité de mouvement de l’air   

=∇+
∂
∂+ )).()(( vvV

τ
πρ ++∇−∇∇++∆ ])[().()

3
( 0 TRvv

hµ
π

µ
ρηζη
a

 

φπρσα ∇+−+∫− ∞ )())()((0 dmmm sl  
 
 

� équation du bilan de l’énergie  

=∇+
∂
∂+ ).()( / Tv
T

C
τ

πρ ι  

= κ△T − R0
ρ
μa

+ π
μh
T∇.v + η∑ jj=1

3 
∂Vj

∂xj
+

∂Vj

∂xj
− 2

3
δ jj∇.V

∂Vj

∂xj
+  

gsgslslsglgldr HLHLHLEv ++++∇+ a
2).(ζ  

 
 

� équation de continuité de l’air sec 
 

∂ρ
∂τ + ∇.ρV = 0 

 
 

� équation de continuité de la vapeur d’eau 
 

∂π
∂τ + ∇.πv = −HglT,π, σ l.  − HglT,π, σs.  

 
� équation de continuité de l’eau liquide 
 

=
∂

∂
+∇+

∂
∂

m

mh lg

lU

)(
.( /

/)

σ
σ

τ
σ

 

mdTmgTNNmgmTKmTKh lssslsslsg ′−−−−++−= −++ ))]()[()]([)],(
~

*)[(),(,)],([ 1,11,0// σππππσσσσ

( ) '')(),(02 dmmmmmmm llI
mm −′′′−∫+ σσβ  

mdmmmZmmmdmmmmm slsllll ′′′∫−′′′∫− ∞∞ )(),()()()(),( 00 σσσσβ  
 

 
� équation de continuité de l’eau solidifiée   

∂σs

∂τ
+ ∇.σsU5 +

∂mhgsσs
∂m

=
 

+−−+−= −
ssllsssgs TmgmTKmTKh σππσσ )]()[(),()],([ 2,2/  

+ m
2
∫

0

m
βsm− m′, m′σsm′σsm− m′dm′

 
  dmmmmmmZmmdmmmmm lslslss )()(),()()(),( 00

′′−′′−∫+′′′∫− ∞∞ σσσσβ   

mdmmmZmm llss ′′′∫− ∞ )(),()( 0 σσ  , 
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La pression p est donnée implicitement par l'expression  

p = R0ρμa
−1 + πμh

−1T
 

μa  : la masse molaire moyenne de l'air  sec,μh  : la masse molaire de l'eau). Pour la vitesse  u,m, . , .  des 
gouttelettes de masse  m  et la vitesse  usm, . , .   des morceaux de glace de masse  m , nous admettons 
l'approximation 

φατ ∇−= −1))((),(),,(, mxVTxmu l  , 

usm, x, T = Vx, τ − αsm−1∇φ  . 

En outre  Hg/   et  Hgs  sont définis par  

,)()((.)),,( /0/ dmmmhTH lglg σσπ ∫
∞

=  

HgsT, π, σs. = ∫
0

∞
hgsmσsmdm

 

Le symbole  Hg/   désigne la quantité totale de solidification ou de fusion d'eau, qui est la somme de différents 
processus de solidification et de fusion. En outre,  η, ζ   sont les coefficients de viscosité,  κ   est le coefficient 
de thermoconductibilité,  α,m   (resp.  αsm   l'effet de friction entre l'air et les gouttelettes (resp. morceaux 
de glace) de masse  m, φ   le géopotentiel. 
 
2.3. Solution locale du système général 
 
Les quantités physiques que nous avons à traiter sont la densité de l’air  sec �, la densité de la vapeur d‘eau �, la 
densité de l’eau liquide �	
�� contenue dans les gouttelettes de masse �, la densité de lie 
 solidifiée ��
�� 
contenue dans les morceaux de cristaux de masse �, la vitesse � � 
��, ��, ��� de l’air, la vitesse 
	
�� �

	,1
��, 
	,2
��, 
	,3
��� des gouttelettes de masse � , la vitesse 
�
�� � 

�,1
��, 
�,2
��, 
�,3
��� des 

morceaux de cristaux de masse �, la température � et la pression �. 

Nous rappelons que d’après les principes de la mécanique des fluides (voir [11]) et la description de la transition 
de phase de l’eau introduite ci-dessus, nous considérons : 

L’équation de la quantité de mouvement de l’air 

(3.1)   
� � ��
���� � 
� � ���� �  ! � � 
" � #���
� � �� � 

$%&�

 '() � *(+��� $ ,- 
∞& �.
�� � �/
���0� � � � �1�2, 

L’équation du bilan de l’énergie 

(3.2)   
� � ��3�
�4�� � ∑ �6�67� �4�89� � : ! � $ %&
 '() � *(+��� � �; � 

� ∑ 
�<,67� ��=�89 � ��9�8= $ �� ><6� � �� ��=�89 � "
� � ��� � ?@AB � CD.ED. � C./E./ � CD/ED/, 

L’équation de continuité de l’air  FGH  
(3.3)   I�IJ � � � 
��� � 0, 
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L’équation de continuité de la vapeur L ‘eau 

(3.4)   I�IJ � � � 
��� � $EM	
�, �, �	
��� $ EM�
�, �, ��
���, 
L’équation de continuité de l’eau liquide 

(3.5)   I�	IJ � � � 
�	
	� � I
�NM	�	�I� � ,NM	 $ O	�
�, ��1�	 � O�	
�, ���� � 

�M&
��,PQ $ PR
�., �/�1S,� $ �
��1S $ M�
��,� $ �
��1T�. � 

� �2 U V.W
& 
� $ �′, �′��.
�′��.
� $ �′�0�′ $ � U V.∞

& 
�, �′��.
���.
�′�0�′ � 

$��.
�� U X./∞

& 
�′, ���/
�′�0�′ 

Et l’équation de continuité des cristaux L ‘eau 

(3.6)   I��IJ � � � 
��
�� � I
�NM����I� � 

� ,ND/ $ O/.
�, ��1�/ � O./
�, ���. $ M�
��,� $ �
��1T�/ � 

� �2 U V/W
& 
� $ �′, �′��/
�′��/
� $ �′�0�′ $ � U V/∞

& 
�, �′��/
���/
�′�0�′ � 

�� - X./W& 
� $ �′, �′��/
� $ �′��.
�′�0�′ $ ��/
�� - X./∞& 
�, �′��.
�′�0�′. 

Dans les équations 
3.1� $ 
3.2� la pression � est donnée implicitement par l’expression 

� � %&
�ZAT� � �Z[T��� 

( Z\ : la masse molaire moyenne de l’air �]3, ZN : la masse molaire de l’eau). Pour la vitesse 
	
�,�,�� des 

gouttelettes de masse � et la vitesse 
�
�,�,�� des morceaux de cristaux de masse �, nous admettons qu’elles 
sont données par les relations  

(3.7)   
	
�, ^, J� � �
^, J� $ 

_	
���$1�2, 

(3.8)   
�
�, ^, J� � �
^, J� $ 

_�
���$1�2. 

D‘autre part NM	
�� et NM�
�� désignent la quantité de la condensation/évaporation sur une gouttelette et celle 

de sublimation sur un morceau de cristal de E2` et ont la forme  

(3.8)   NM	
�� � NM	
�, �; �� � O1�$1b	
��
� $ �
���, 

(3.10)   NM�
�� � NM�
�, �; �� � O2�$1b�
��
� $ �
���, 

où O1 et O2 sont les coefficients de la vitesse de condensation ou 0 ‘évaporation et de celle de sublimation (en 
deux directions). Les fonctions EM	
�, �, �
��� et EM�
�, �, �
��� désignent la quantité totale de la condensation 
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(ou évaporation) et celle de sublimation inverse de gaz en solide (ou sublimation de solide en gaz) de E2` et ont 

la forme     ED.
�, �, �.
��� � - ND.∞& 
���.
��0� , EM�
�, �, ��
��� � - NM�∞0 
����
��0� , Le symbole E	� 
désigne la quantité totale de solidification ou de fusion de l’eau, qui est la somme de différents processus de 
solidification (et de fusion). En outre,  , "  sont les coefficients de viscosité, :  est le coefficient de 
thermoconductibilité, 
_.
��1 ‘effet de friction entre l’air et les gouttelettes de masse �, 2 le géopotentiel, ?c\0 la contribution de la radiation, V
�, �′� la probabilité de rencontre entre une gouttelette de masse � et 
une de masse �′, V	
�, �′� la probabilité de rencontre entre une gouttelette de masse � et une 

de masse �′, V�
�, �′� la probabilité de rencontre entre un morceau de cristal de E2` de masse � et un de 

masse �′ , rencontre qui engendre l’union de des deux morceaux, O	�  et O�	  sont les coefficients de 
solidification et de fusion, et X	�
�, �′� est la probabilité de rencontre entre un morceau de cristal de E2` de 
masse � et une gouttelette de masse �′. 

2.4. Existence et unicité de la solution locale 

Considérons maintenant le cas du système 0 ‘équations dans un domaine d e %� borné muni d’une frontière 
régulière avec trois états de E2`. Nous posons les conditions aux limites 

(4.1)   �|�g � 0, 

(4.2)   �|�g � � h ij�Tkl,�T kml
Id n10, J1 [ �,  inf �
^, J� r 0, J1 r 0. 

D’autre part pour les conditions initiales on suppose que 

(4.3)   �
�, 0� � �&
�� h is�Tmt
d�, �0|Id � 0, 

(4.4)   �
�, 0� � �&
�� h ij�Tml
d�,  inf �&
^� r 0, �0|Id � �|J�0, 

(4.5)   �
�, 0� � �&
�� h is�
d�,  inf �&
^� r 0, 

(4.6)   �
�, 0� � �&
�� h is�
d�,  inf �&
^� r 0, 

(4.7)   �	
�,�, 0� � �	,0
�, � h is�
%S n d�, �	,0
�;�� u 0, 

(4.8)   ��
�,�, 0� � ��,0
�, � h is�
%S n d�, ��,0
�;�� u 0, 

(4.9)   vw u �A $ tel que �	,0
�, ^� � ��,0
�, ^� � 0 si � h10, �\$1 x ,w, ∞,. 
Pour les fonctions 2 et ?c\0 nous supposons que 

(4.10) 2 h y�
d�, �2 � z � 0 sur Id ( z est le vecteur normal à Id), 

(4.11)   ?c\0 h C{
d n10, J1 [ �. 
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D’autre part, pour les fonctions 
_.
��, 
_/
��, O	�
�, ��, O�	
�, ��, M0
��, M1
��, M2
��, V	
�, �′�, V�
�, �′�, X	�
�, �′�, �
��]�
��, nous admettons que chaque fonction est de classe y2 par rapport à ses 

arguments, à valeurs non-négatives 
et 
_.
��, 
_/
��, �
��, �
�� sont strictement positives) et majorée par 
une constante ou, si elle dépend de �, par 31 � 32� avec deux constantes 31 et 32; en outre on suppose qu’il 

existe une constante w | ∞ telle que 

(4.12)   V	
�′, �″� � V�
�′, �″� � X	�
�′, �″� � 0 pour �′ � �″ u w. 

Sous ces conditions on a : 

Théorème : Soient � r 4, 2{ r � r { r 3. Alors il existe un J r 0 tel que le système d’équations 
3.1� $
3.5� avec la substitution de NM	 et EM	 au lieu de NM	 et EM	 et avec les conditions aux limites 
4.1� $ 
4.2� 

et les conditions initiales 
4.3� $ 
4.9� admette, dans l’intervalle de temps ,0, J1, une solution 
�, �, �, �, �. , �/� 
et une seule dans la classe 

(4.13)   � h is�,�
���, � h ij�,�
���, � r 0, 

� h y&
,0, J1; is�
d��,  inf �
^, J� r 0, 

� h y&
,0, J1; is�
d��, � u 0, �	, �� h y0
,0, J1; i�1
%� n d��, �	, �� u 0, 

où 

�����m,k
��� � �����
&,�;��m
g�� � �I�����
���, �J � d n10, J,. 
L’idée principale de la Démonstration du théorème A est d’estimer �, �, �	, �� dans i�1
d� et d’utiliser les 

techniques développées dans [32] (voir aussi [14]). 
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3. Modèle de la gouttelette en chute 
 

La pluie (Orage, grêle, ...) est une conséquence de la condensation de la vapeur d'eau dans l'atmosphère et de 
la formation de gouttelettes qui chutent lorsqu'elles deviennent suffisamment grandes grâce au processus de 
coagulation. La condensation de  H20  se produit quand la densité de la vapeur est supérieure à la densité de la 
vapeur saturée, tandis que l'évaporation aura lieu dans le cas contraire. Dans cette transition de phase, la variation 
de la température joue un rôle essentiel pour la condensation-évaporation. 
 

Nous présentons quelques résultats concernant la chute des  gouttelettes en présence du vent (phénomène 
pluie), ainsi que la variation de l'eau dans les régions désertiques et son corollaire qui est l'apparition du 
phénomène  « Orage ».   

 
3.1.  Equations des gouttelettes en chute (cas stationnaire avec le vent horizontal) 
 
1.  Introduction 

   Nous allons considérer des gouttelettes qui, se coagulant avec une certaine probabilité, tombent avec une 
vitesse qui sera déterminée par la force gravitationnelle, la friction entre ces gouttelettes et l’air ainsi que la vitesse 
de ce dernier. 

   Les gouttelettes considérées doivent être distribuées selon la masse � de chacune 0’elles, tandis que la 
friction avec 1’air, ainsi que la probabilité de coagulation, dépend de la masse �. Ici nous nous limitons à 
considérer l’état stationnaire avec un vent horizontal constant, en renvoyant l’analyse de cas plus généraux aux 
études futures. 

   Du point de vue technique, nous allons considérer une équation intégro‐différentielle pour une fonction 
inconnue � � �
�, ^, �� représentant la densité (par rapport au volume de l’air) de l’eau liquide contenue dans 
les gouttelettes de masse �. Nous considérons � comme une fonction dépendante de la masse (de la gouttelette) � et de la position 
^, �� h ��; comme nous supposons que le mouvement de l’air en considération est un vent 
horizontal constant, la position dans la direction horizontale et orthogonale à la direction du vent ne nous intéresse 
pas particulièrement. L’équation dans la forme précise va être formulée dans le paragraphe suivant (voir (2.4)). 

Dans ce qui suit, nous allons démontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation avec une condition aux 
limites dans les cas respectivement de l’absence du vent (vitesse du vent nulle) et de la présence du vent (vitesse 
du vent non nulle). 

2. Position du problème 

   Désignons par �
�, ^, �, J� la densité de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse � au point 
^, �� h d
e ��� à l’instant J h �, c’est‐à‐dire, la masse de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de 
masse �  qui se trouvent dans l’unité de volume de l’air. Le nombre, au sens purement statistique, des 
gouttelettes de masse � dans l’unité de volume sera alors donné par 

z�
�, ^, �, J� � �
W,8,�,��W . 
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L’équation de Smoluchowski est normalement formulée par rapport au nombre z� � z�
�, J� de gouttelettes de 
masse �. Mais nous préférons utiliser la densité �  pour la commodité pour la modélisation générale des 
phénomènes météorologiques (voir [10], [1], [29]). 

Nous allons considérer la densité � dans le domaine 

(2.1)   d � � n10,1,� �
^, ��  h ��|0 | � | 1�. 
    On va considérer également la vitesse des gouttelettes qui se déplacent à cause de la force gravitationnelle et 
du mouvement de l’air dans lequel elles se trouvent. Comme l’effet de la friction entre les gouttelettes et l’air 
dépend sensiblement de la masse de chaque gouttelette, la vitesse des gouttelettes doit être en fonction de la masse �. Nous admettons que la vitesse 
 � 

�� d’une gouttelette de masse � est donnée par 

(2.2)   
 � 

�� � 
�, $ D
�
W��, 

où � et M sont des constantes 
� h �, M r 0�, tandis que 
_
�� est une fonction de la masse �

_
�� r 0�. 
Si M, 
_
�� et � désignent respectivement l’accélération gravitationnelle, le coefficient de friction entre les 
gouttelettes et l’air et la vitesse de l’air (dans la direction de l’axe ̂ ), la relation (2.2) correspond, dans une bonne 
approximation, à la vitesse réelle des gouttelettes dans l’atmosphère (voir par exemple [30], [1], [29]). 

Si nous considérons la variation de �
�, ^, �, J� due au déplacement avec la vitesse 



�� des gouttelettes et au processus de coagulation, nous aurons 

(2.3)   IJ�
�, ^, �, J� � �
^,�� � 
�
�, ^, �, J�

��� � 

� �2 U VW
& 
� $ ��, ����
�, ^, �, J��
� $ ��, ^, �, J�0�� � 

$� - V�& 
�, ����
�, ^, �, J��
��, ^, �, J�0��, 
où �
^,�� � 
I^, I��, tandis que V
��, ��� représente la probabilité de rencontre entre une gouttelette de masse �1 et une gouttelette de masse �2 (avec la valeur de la probabilité normalisée par rapport à la masse). Si dans 
l’équation (2.3) on néglige la dépendance de 
^, �� h d, l’équation sera réduite à l’équation de Smoluchowski 
(dans une version avec la densité �
�, J� � �z�
�, J��. 

En renvoyant l’étude de l’équation 0‘évolution (2.3) à des recherches futures, dans le présent travail nous allons 
nous occuper du cas stationnaire, c’est‐à‐dire, nous allons considérer l’équation 

(2.4)   �
^,�� � 
�
�, ^, ��

��� � 

� �2 U VW
& 
� $ ��, ����
��, ^, ���
� $ ��, ^, ��0�� � 

$� U V�
& 
�, ����
�, ^, ���
��, ^, ��0�� 
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avec la condition 

(2.5)   �
�, ^, 1� � �
�, ^�. 

   Comme les gouttelettes tombent de �� � 1� vers �� � 0� avec la vitesse 
 � 

�� (voir (2.2)), la condition 
(2.5) est une condition “initiale” (ou condition 0‘entrée) pour les gouttelettes qui partent de la position 
^, 1�. 

   On rappelle que dans la Nature, à cause de la courbure très élevée de la surface, les gouttelettes très petites �’]́�\��c]zJ immédiatement (voir par exemple [11], [6]) et que 0’autre part les gouttelettes très grandes se 
fragmentent à cause de la friction avec l’air environnant. Pour cela, nous nous intéressons à la fonction de densité �
�, ^, �� avec � entre deux extrémités � et �, 0 | � � � � � | ∞. 

   En ce qui concerne la fonction 
_
��, qui représenterait l’effet de la friction entre les gouttelettes et l’air, dans 
le présent travail nous supposons que 
_
�� est une fonction strictement positive et suffisamment régulière (par 
exemple 
_
�� h y�
�S��. Il est utile de rappeler que dans l’état normal de l’atmosphère 
_
�� est une 
fonction décroissante et ses valeurs varient sensiblement selon les valeurs de �  (pour les données 

expérimentales, voir par exemple [30] . Même si l’effet de la friction (par l’unité de masse) croit rapidement 

quand �  s’approche de , compte tenu de l’absence de gouttelettes très petites 
� | ��, pour éviter le 

raisonnement inutilement compliqué, nous supposons que  sup �
�� | ∞. 

Pour la fonction V
��, ��� nous supposons que 

(2.6)   V
�, � h y
�S n �S�, V
��, ��� u 0�
��, ��� h �S n �S, 

(2.7)   V
��, ��� � V
��, ��� 

(2.8)   V
��, ��� � 0 pour �1 � �2 u �. 

   Les conditions (2.6) et (2.7) sont des conditions naturelles de la fonction de probabilité de rencontre de 
gouttelettes. �‘autre part, la condition (2.8) est une approximation motivée par le fait que, comme nous l’avons 
déjà évoqué, dans l’atmosphère les grandes gouttelettes subissent également le processus de fragmentation, qui 
contrebalance la croissance de la population de gouttelettes de masse élevée due à la coagulation (cette 

approximation a été adoptée même dans [10], [1], [29] . 

3. Cas de l’absence du mouvement de l’air 

Dans le cas où � � 0, le problème 
2.4� $ 
2.5� se réduit à une famille deproblèmes dans le domaine  0 | � | 1, paramétrisée par ^ h �. En effet, si � � 0, 

�� se réduit à 



�� � 
0, $ D
�
W��, 

ce qui nous permet 0‘envisager le problème 
2.4� $ 
2.5� séparément pour chaque ^ h �. 

Donc, en posant �
�� � �
�, ^� pour chaque ̂ h � et en écrivant �
�, �� au lieu de �
�, ^, ��, nous avons 
à considérer 

(3.1)   $I�
�
�, �� D
�
W�� � W� - VW& 
� $ ��, ����
��, ���
� $ ��, ��0�� � 



16 

 

$� - V�& 
�, ����
�, ���
��, ��0��, 
(3.2)   �
�, 1� � �
��. 

Comme 
_
�� ne dépend pas de �, l’équation (3.1) peut être écrite dans la forme 

(3.3)   I��
�, �� � $ �
_
��2M - V�0 
� $ ��, ����
��, ���
� $ ��, ��0�� � 

� W
�
W�D - V�& 
�, ����
�, ���
��, ��0��. 
Avant de nous occuper de la solution du problème 
3.1� $ 
3.2� , rappelons une propriété importante de 
l’opérateur intégral figurant au second membre de (3.1). 

Lemme 3.1. Soit V
�,  la fonction introduite dans le paragraphe précédent. Alors, quelque soit �
�� h C�
�S�, 

on a 

(3.4)   - W��& - VW& 
� $ ��, ����
����
� $ ���0��0� � 

$ - ��& - V�& 
�, ����
���
���0��0� � 0. 

Démonstration. En faisant le changement de variables 

{ � � $ ��, c � ��, 
dont le déterminant Jacobien est égal à 1, on a 

- W��& - VW& 
� $ ��, ����
����
� $ ���0��0� � - - jS@��&�& V
{, c��
{��
c�0c0{. 

Par conséquent, compte tenu de la symétrie de la fonction V 

V
{, c� � V
c, {�, 

on a 

U U { � c2�
&

�
& V
{, c��
{��
c�0c0{ � U U {�

&
�

& V
{, c��
{��
c�0c0{ � 

� - - ��&�& V
�, ����
���
���0��0�, 

d’où on obtient (3.4). 

L’égalité (3.4) z’est autre que la loi de la conservation de la masse pour l’eau liquide contenue dans les 
gouttelettes. 

Proposition 3.1. Soit �
�� h C1
��� avec �
��
�� e ,�, �1. Alors le problème 
3.1� $ 
3.2� admet une 
unique solution � h y
,0,11; C�
�S�� (c’est‐à‐dire, l’application ��
�, �� est une fonction continue de ,0,11 à 

valeurs dans C1
����. 
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Démonstration. Pour résoudre le problème 
3.1� $ 
3.2�, on considère �
�, �� comme élément de C1
���, de 
sorte que l’équation (3.3) peut être écrite dans la forme 

(3.5)   0�0� � �
��, 

où 

�
�� � �
��
�� � $ �
_
��2M U VW
& 
� $ ��, ����
����
� $ ���0�� � 

� W
�
W�D - V�& 
�, ����
���
���0��. 
Posons 

(3.6)   yV �  max , sup �
_
��2M V
� $ ��, ���, sup �
_
��M V
�, ���1. 
Alors, en rappelant l’expression de �
��, on \, pour �1, �2 h C1
���, 

(3.7)   ��
��� $ �
�����k
�¡� � - |�& �
���
�� $ �
���
��|0� � 

� y¢ U U |W
&

�
& ��
���
��
� $ ��� $ ��
� $ ���� � 
��
��� $ ��
������
� $ ���|0��0� � 

�y¢ U U |�
&

�
& 
��
��
��
��� $ ��
���� � 
��
�� $ ��
�����
���|0��0� � 

� y¢ 
��� Q 
|�� $ ��|���k � �
|�� $ ��|� Q �2�C1� � 

�y¢ U 
�
& |��
��|��� $ ����k � |��
�� $ ��
��|�����k�0� � 

� 2y¢��� $ ����k
�����k � �����k� 

(pour la propriété de la convolution, voir par exemple [2]), ce qui montre que �
�� vérifie localement la condition 

de Lipchitz dans la topologie de C1
���. Par conséquent, l’équation (3.5) avec la condition initiale (3.2) admet 
une solution �
�, �� et une seule dans un intervalle 1 $ > � � � 1 avec un > r 0 suffisamment petit. 

D’autre part, du lemme 3.1 et de l’équation (3.1) on déduit que 

(3.8)   - 
�& �
�, �� D
�
W��0� � - 
�& �
�, 1� D
�
W��0�, 

pourvu que �
�, �� existe. Or, la condition (2.8) et l’hypothèse �
��
�� e ,�, �1 impliquent que �
��
� Q ��� e ,�, �1. Donc, de la relation 

0 | 3� � D
�
W� � 3� | ∞ �� h ,�, �1 
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avec deux constantes 31, 32 on déduit que ��
�, ����k
�¡� est uniformément bornée en � (pourvu que � ( , z) 

existe), ce qui, joint à la condition de Lipschitz locale, nous donne la solution �
�, �� de l’équation (3.5) dans tout 
l’intervalle ,0,11. La proposition est démontrée. 

4. Préliminaires pour le cas général 

   Pour résoudre l’équation (2.4) avec la condition (2.5) 
�
�, ^, 1� � �
�, ^��, nous allons utiliser l’idée de 
transformer l’équation (2.4) en une équation différentielle ordinaire, comme dans la Démonstration de la 
proposition 3.1, où on a transformé l’équation (3.1) en (3.5). Pour cela, nous introduisons le changement de 
variables 
�, ^, �� £ 
�¤, ¥, �̃� défini par 

§�¤ � �,¥ � ^ $ � �
��M 
1 $ ��,�� � �.  ̈

et définissons 

��
�¤, ¥, �̃� � �
�, ^, �� � �
�, ¥ � � 
�
W�D 
1 $ ��, ��. 

    Dans la suite, toutefois, pour éviter la notation lourde, on va écrire simplement � et � au lieu de �¤  et �̃ et 
encore �
�, ¥, �� au lieu de ��
�¤, ¥, �̃�, ce qui ne cause pas d’équivoque dans le calcul. Comme on peut le 
constater facilement, dans les coordonnées 
�, ¥, �� l’équation (2.4) se transforme en 

(4.1)   II� �
�, ¥, �� � 

� $ �
_
��2M U VW
& 
� $ ��, ����
��,  
�, ��, ¥, ��, ���
� $ ��,  
�, � $ ��, ¥, ��, ��0�� � 

� W
�
W�D - V�& 
�, ����
�, ¥, ���
��,  
�, ��, ¥, ��, ��0��, 
où 

 
�, ��, ¥, �� � ¥ � � 
�
W�T
�
W©�D 
1 $ ��. 

    Pour reformuler l’équation (4.1) en une équation différentielle ordinaire et établir des propriétés utiles de 
l’opérateur intégral du deuxième membre de cette équation, il nous convient, pour chaque � h ,0,11 fixé, 0‘introduire la famille de courbes 

(4.2)   ª« � �
�, ¥� h �� n �|¥ � « $ � 
_
��M 
1 $ ���, « h � 

et de définir une mesure sur ces courbes. 

Désignons par ¬�� la projection de ª« sur ��, c’est‐à‐dire, pour les sous‐ensembles ­� de ª«, on a 

¬��­� � �� h ��|v¥ tel que ( �, ¥� h ­��. 
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La régularité de la fonction ¥
�� � « $ � ®
W�D 
1 $ �� nous permet de définir les ensembles mesurables de ª« 
et la mesure Zª sur ª« par les relations suivantes : 

¯� ­� e ª« est mesurable si et seulement si ¬��­� est mesurable selon Lebesgue sur ��, 

ii) Zª
­�� � ZC,��
¬��­��, où ZC,��
�� est la mesure de Lebesgue sur ��. 

Comme les courbes ª« , « h �, sont parallèles (c’est‐à‐dire, définies par la translation de ª0  par « dans la 

direction de ¥, on voit immédiatement que la projection ¬�� et la mesure Zª
�� ne dépendent pas de « h �. 

La mesure Zª
�� étant définie sur les courbes ª«, nous allons éclaircir les relations entre Zª
�� et la mesure sur �� n �. Pour ce faire, on pose 

«
�, ¥� � ¥ � � 
_
��M 
1 $ �� 

(c’est‐à‐dire, « ( �, ¥) est « h � tel que 
�, ¥� h ª°) et on considère la famille ± des ensembles ­ ayant la 
forme 

(4.3)   ­ � �
�, ¥� h �S n �|� h ,��, �2 , «
�, ¥� h ,«�, «2 [,  

avec 0 � �� � �� | ∞, $∞ | «� � «� | ∞. Si on définit la fonction Z� : ± ² �S par la relation 

Z�
­� � 
�� $ ���
«� $ «�� 

pour ­ � �
�, ¥� h �S n �|� h ,��, �2,, «
�, ¥� h ,«�, «2,�, on constate que, de la même manière que la 
construction de la mesure de Lebesgue sur �� n � à partir de la famille des rectangles, le prolongement de Z� 
définit les ensembles mesurables selon Z� de �� n � et la mesure sur eux, mesure que nous notons toujours Z�, et 
que Z� coïncide avec la mesure de Lebesgue ZC,��n� sur �� n �; on a en effet 

Z�
­� � Z�,�¡n�
­� 

pour ­ h ±. 

Pour les mesures Zª et Z� ainsi définies et les mesures de Lebesgue ZC,��, ZC,� et ZC,��n� respectivement sur ��,  et �� n �, on a les relations suivantes. 

Lemme 4.1. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de �� n �. On pose 

­« � �� h ��|v¥ h � tel que ( �, ¥� h ª° ³ ­�, 
­� � �« h �|v¥ h � tel que ( �, ¥� h ª° ³ ­�. 

Alors on a 

(4.4)   ZC,��n�
­� � Z¤
­� � - Zª∞$∞ 
­«�0« � - ZC,�ª0 
­��Zª
0�� � - ZC,�∞0 
­��0� 
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(ici et dans la suite l’élément 0‘intégration par rapport à la mesure de Lebesgue �’]́3c¯J directement 0�, 0« 
etc... sans utiliser les notations ZC,��
0��, ZC,�
0«�, ZC,�
0¥� etc...). 

Lemme 4.2. Soit �
�, ¥� h C�
�S n ��. Alors, pour tout « h � la restriction de �
�, ¥� à ª« appartient à C1
ª«, Zª�. 

Lemme 4.3 Soit �
�, ¥� h C�
�S n ��. Alors on a 

U ��¡n� 
�, ¥�0�0¥ � U ��¡n� 
�, ¥�0Z� � 

� U 
�
T� U �µ́ 
�, ¥�Z´
0���0« � U 
´& U ��

T� 
�, ¥
�, «��0«�Z´
0�� � 

� - 
�& - ��T� 
�, ¥�0¥�0� � - 
�T� - ��& 
�, ¥�0��0¥, 

où ¥
�, «� � « $ � ®
W�D 
1 $ ��. 

    Pour la Démonstration des lemmes 4.1, 4.2 et 4.3, il suffit d’effectuer les modifications formelles nécessaires 
aux Démonstrations des théorèmes classiques sur le produit des mesures et de Fubini (voir par exemple [12]), en 
tenant compte de la définition formulée ci‐dessus des mesures Zª et Z�. 

Maintenant on est en mesure de transformer l’équation (4.1) en une équation différentielle ordinaire. Pour cela on 
pose 

«
�, ¥, �� � ¥ � � 
�
W�D 
1 $ ��, ª«,0,�1 � ª« ³ ,0, �1 n �. 

Cela étant, on peut écrire l’équation (4.1) dans la forme 

(4.5)   II� �
�� � ��
�
���, �
�� � �
�,�, ��, 

avec ��
�
��� � ��
�
���
�, ¥� � 

� $ �
_
��2M U V
µ́
¶,·,¸�,¹,¶1 
� $ ��, ����
��,  �, ���
� $ ��,  �, ��Z´
0��� � 

� W
�
W�D - V´µ
¶,·,¸� 
�, ����
��,  �, ���
�, ¥, ��Z´
0���, 

où  � et  � sont tels que 


��,  �� h ª°
W,º,��, 
� $ ��,  �� h ª°
W,º,��. 
L’équation (4.5) doit être envisagée avec la condition (2.5), c’est‐à‐dire 
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(4.6)   �
1� � �
�, ¥, 1� � �
�, ¥�. 

5. Existence et unicité de la solution dans le cas général 

Pour démontrer Existence et l’unicité de la solution du problème 
4.5� $ 
4.6�, nous avons besoin de préciser 
des conditions sur �
�, ¥�. Nous supposons que 

(5.1)   �
�, � h C�
�S n �� ³ C�
�S n ��, 

(5.2)   �
�, ¥� u 0 p.p. dans �� n �, 

(5.3)   �
��
�� e ,�, �1 n �, 

(5.4)   ����¼
�¡n�� | �½k
WTW�, 
où 

(5.5)   w1 � 2� � � � � � �� � � $ ��
�� �
_
��2M V
� $ ��, ���. 

Ici � et �
0 | � | � | ∞� sont les deux nombres que l’on a introduits dans le paragraphe 2. On a alors le 
résultat suivant. 

Proposition 5.1. Si �
�, ¥� satisfait aux conditions 
5.1� $ 
5.4�, alors l’équation (4.5) avec la condition (4.6) 
admet une solution � et une seule dans la classe 

(5.6)   � h y
,0,11; C�
�S n ��� n C�
�S n � n ,0,11�. 

Pour démontrer la proposition 5.1, 3���]z3�z�  par la propriété de la convolution sur les courbes ª«. 
Lemme 5.1. Soient ¾ et M deux fonctions appartenant à C1
ª«, Zª�. On pose 


¾ Q  M�
�� � - ¾µ́ 
� $ ���M
���Z´
0���. 

Alors on a ¾ Q M h C�
ª° , Z´� et 

�¾ Q M��k
 µ́,(¿� � �¾��k
 µ́,(¿��M��k
 µ́,(¿�. 
Comme la mesure Zª ne dépend pas de «, le lemme 5.1 est vérifié de la même manière pour tous «. 

Démonstration. La mesure Zª étant bien définie sur ª«, le lemme se démontre de la même manière (avec des 

modifications purement formelles) que dans le cas des fonctions sommables par rapport à la mesure de Lebesgue 
(voir par exemple [4]).  

A différence du cas � � 0 (proposition 3.1) où on a considéré la solution �
�, �� comme fonction de � à valeurs 

dans C1
���, pour la proposition 5.1 on a besoin de construire la solution �
�,�, �� comme fonction de � à 

valeurs dans C1
�� n �� ³ C∞
�� n �� . Pour ce faire, il nous convient 0 ‘examiner directement 
l’approximation successive avec laquelle on construit la solution �
�, ¥, ��. 
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Posons 

(5.7)   �,01
�, ¥, �� � �
�, ¥� 

et définissons �,z1, z � 1,2, , par les relations 

(5.8)   II� �,z1 � ��
�,z$11�, 

où ��
�� est l’opérateur défini dans (4.5). 

�,z1
�, ¥, 1� � �
�, ¥�, 

Lemme 5.2 Quelque soit  h À, �,z1 est bien définie dans la classe 

�,z1
�,�, �� h C1
�� n �� ³ C∞
�� n ��, 0 � � � 1, 

et on a 

(5.9)   �
��
�,Á1
�,�, ��� e ,�, �1 n � pour 0 � � � 1, 

(5.10)   ��,Á1
�,�, ����¼
�¡n�� � ���Â¼
�¡n���T
½kS½m�
WTW����Â¼
�¡n��
�T�� 
pour 


w1�w2�
�$��||��C
%n%�∞�$1
w1�w2�
�$�����C
%n%�∞� | � � 1, où 

(5.11)   w2 �  sup �
_
��M V
�, ���. 

Démonstration. Remarquons 0 ‘abord que, si �,z1  
z u 1�  est bien définie par les relations (5.8) et si �
��
�,ÁT�1
�,�, ��� e ,�, �1 n � pour 0 � � � 1, alors �,z1 vérifie la condition (5.9). En effet, la condition 
(2.8) implique que la première intégrale de l’opérateur ��
�� (voir (4.5)) s’annule pour � u �. �‘autre part, si � | � , alors sous le signe 0 ‘intégration �,z$11
� $ ��,�, �� et �,z$11
��,�, �� s’annule et donc l’intégrale 
s’annule. En outre par hypothèse �,z$11 s’annule pour � | � et � r �, ce qui implique que même la seconde 
intégrale de l’opérateur ��
�� s’annule pour � | � et � r �. 

On en déduit (5.9) pour �,z1. 
Examinons maintenant l’opérateur ��
�� appliqué à �,z$11
�,�, ��. En supposant que le support de �,z$11
�,�, �� 

est contenu dans ,�, �1 n � et en rappelant (5.5) et (5.11), on a (avec la notation  �,  � comme dans (4.5)) 

| �
_
��2M U V
µ́
¶,·,¸�,¹,¶1 
� $ ��, ����,ÁT�1
��,  �, ���,ÁT�1
� $ ��,  �, ��Z´
0���| � 

� w�
� $ ����,ÁT�1
�,�, ����¼
´µ
¶,·,¸�,(¿�� , 

| �
_
��M U V´µ
¶,·,¸� 
�, ����,ÁT�1
��,  �, ���,ÁT�1
�, ¥, ��Z´
0���| � 
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� w�
� $ ����,ÁT�1
�,�, ����¼
´µ
¶,·,¸�,(¿�� , 

où w1 et w2 sont les constantes définies dans (5.5) et (5.11) respectivement. On en déduit que, pour �,z1 
définie par 

�,z1
�, ¥, �� � �
�, ¥� $ - ���1� 
�,z$11
�,�, ����
�, ¥�0��, 
on a 

(5.12)   ��,Á1
�,�, ����¼
�¡n�� � 

� ����¼
�¡n�� � 
w� � w��
� $ �� - ��� �,ÁT�1
�,�, �����¼
�¡n��� 0��. 
En outre, en utilisant le lemme 5.1 et en tenant compte de la condition (2.8), on a 

� �
_
��2M U Vµ́,¹,¶1 
� $ ��, ����,ÁT�1
��,  �, ���,ÁT�1
� $ ��,  �, ��Z´
0�����k
 µ́,(¿� � 

�� �
_
��M U Vµ́ 
�, ����,ÁT�1
��,  �, ���,ÁT�1
�,  , ��Z´
0�����k
 µ́,(¿� � 

� y��,ÁT�1
�,�, ��| µ́��k
 µ́,(¿�� , 

où y est une constante indépendante de � (et  ,  � et  � sont tels que 
�,  �, 
��,  ��, 
� $ ��,  �� h ª° 

comme dans (4.5) . Comme on a en outre 

��,ÁT�1
�,�, ��| µ́��k
 µ́,(¿� � 
� $ ����,ÁT�1
�,�, ��| µ́��¼
 µ́,(¿� � 

� 
� $ ����,ÁT�1
�,�, ����¼
�¡n�� (pour presque tout « h �), à l’aide du lemme 4.3 on en déduit que 

(5.13)   ���
�,ÁT�1
�,�, �����k
�¡n�� � y���,ÁT�1
�,�, ����¼
�¡n����,ÁT�1
�,�, ����k
�¡n�� 
avec une constante y� indépendante de �. 

Définissons une suite de fonctions _z
��, 0 � � � 1, z h À, par les relations récursives 

(5.14)   _0
�� � ���C∞
��n�� pour 0 � � � 1, 

(5.15)   _z
�� � ���C∞
��n�� � 
w1 � w2�
� $ �� - _z$11� 
���20�� 
pour 0 � � � 1, z � 1,2,  

On va démontrer par l’induction mathématique que, quelque soit  h À, la fonction �,z1 est bien définie et vérifie, 
outre la condition (5.9), les relations 

(5.16)   ��,Á1
�,�, ����¼
�¡n�� � _Á
��, 
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(5.17)    sup ��,Á1
�,�, ����k
�¡n�� | ∞. 

En effet, pour  � 0, les relations (5.9), (5.16) et (5.17) résultent immédiatement de la définition (5.7) et des 
hypothèses (5.1) et (5.3). 

Supposons maintenant que �,z$11 vérifie les relations (5.9), (5.16) et (5.17) (dans les quelles on substitue 
naturellement z $1 à la place de z). Nous avons déjà remarqué que dans ces hypothèses, �,z1 vérifie la 
condition (5.9). �‘autre part, comme on le constate facilement, l’inégalité (5.16) résulte de la définition de _z et 

de l’inégalité (5.12). Enfin, l’inégalité (5.13), jointe à la définition (5.8) de �,z1 et l’hypothèse sur �,z$11, 
implique que �,z1 vérifie également (5.17). 

On remarque que la suite �_Á
���ÁhÀ, 0 � � � 1, est une suite croissante et est l’approximation successive de la 
solution Ã
�� du problème de Cauchy (pour � � 1) 

Ã�
�� � $
w1 � w2�
� $ ��Ã
��2, Ã
1� � ����¼
�¡n��. 
La fonction Ã
�� a la forme explicite 

Ã
�� � ����¼
�¡n��1 $ 
w� � w��
� $ ������¼
�¡n��
1 $ �� 

pour 

w1�w2�
�$��||��C
%n%�∞�$1
w1�w2�
�$�����C
%n%�∞� | � � 1, ce qui nous permet de démontrer que (5.16) implique l’inégalité (5.10). 

Le lemme est démontré.  

Maintenant nous allons démontrer la proposition 5.1. 

Démonstration de la proposition 5.1. Nous allons démontrer avant tout l’existence et l’unicité de la solution 
dans un intervalle ,1 $ >, 11 avec > r 0 suffisamment petit. 

Considérons deux fonctions �1 et �2 appartenant à C1
�� n �� et la différence ��
�1� $ ��
�2�. D’après le 
lemme 4.3 on a 

(5.18)   ���
��� $ ��
�����k
�¡n�� � - |�¡n� ��
��� $ ��
���|0�0¥ � 

� - 
�T� - |µ́ ��
��� $ ��
���|Z´
0���0«. 

Or, on a 

U |µ́ ��
��� $ ��
���|Z´
0�� � 

� - |µ́ W
�
W��D - ��µ́,¹,¶1 
�, ���Z´
0��� $ W
�
W�D - ��µ́ 
�, ���Z´
0���|Z´
0��, 

où 
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�1
�, ��� � V
� $ ��, ���
�1
��,  ���1
� $ ��,  �� $ �2
��,  ���2
� $ ��,  ���, 

�2
�, ��� � V
�, ���
�1
�,  ��1
��,  �� $ �2
�,  ��2
��,  ���, 


�,  �, 
��,  ��, 
� $ ��,  Ä� h ª° (comme dans (4.5)). 

Donc, en raisonnant de la même manière que dans (3.7) et en appliquant le lemme 5.1, on obtient 

(5.19)   - |µ́ ��
��� $ ��
���|Z´
0�� � 

� 2y¢��� $ ����k
 µ́,(¿�
�����k
 µ́,(¿� � �����k
 µ́,(¿��, 

où yV est la constante définie dans (3.6). Encore une fois à l’aide di lemme 4.3, on déduit de (5.18) et (5.19) que 

(5.20)   ���
��� $ ��
�����k
�¡n�� � 

� 2y¢]�� sup 
�����k
 µ́,(¿� � �����k
 µ́,(¿����� $ ����k
�¡n��. 
Maintenant on substitue �1 � �,z1 et �2 � �,z$11 dans (5.20). Alors en vertu de (5.10) (voir aussi (5.9)) on a 

(5.21)   ���
�,Á1� $ ��
�,ÁT�1���k
�¡n�� � Å�
����,Á1 $ �,ÁT�1��k
�¡n��, 
Å�
�� � 4yV
� $ �� ���C∞
��n��1$
w1�w2�
�$�����C∞
��n��
1$��. 

y‘est-à-dire, parmi les fonctions �,z1, z h À, l’opérateur ��
�� satisfait à la condition de Lipschitz dans l’espace C1
�� n �� avec le coefficient de Lipschitz Å�
��. Donc, de la même manière que pour la Démonstration de 
l’existence et de l’unicité de la solution locale 0‘une équation différentielle ordinaire, on peut démontrer qu’il 
existe un > r 0 tel que �,z1 converge, quand z tend vers l’infini, vers une fonction � dans la topologie de y
,1 $ >, 11; C�
�S n ��� et que la limite � satisfait, dans l’intervalle ,1 $ >, 11, à l’équation (4.5) et à la 
condition (4.6). On voit aisément que l’unicité de la solution � dans l’intervalle ,1 $ >, 11 se démontre d’une 
manière analogue à la Démonstration du théorème classique. 

Une fois obtenue la solution locale � dans l’intervalle ,1 $ >, 11, examinons ses propriétés. 

Avant tout on remarque que (5.9) pour tout z h À implique que la limite de la suite �,z1 jouit de la même 

propriété, c’est‐à‐dire on a 

(5.22)   �
��
�� e ,�, �1 n � n ,1 $ >, 11. 
�’autre part, pourvu que � u 0, la première intégrale de l’opérateur ��
�� (voir (4.5)) est négative 
� 0�, tandis 
que la seconde intégrale de ��
�� est de la forme 

�
�, ¥, �� W
�
W�D - V�& 
�, ����
��,  
�, ��, ¥, ��, ��0��. 
Donc de manière analogue aux cas des équations différentielles ordinaires, on peut démontrer que 

(5.23)   � u 0 p.p. dans �� n � n ,1 $ >, 11. 
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Les relations (5.22) et (5.23) étant démontrées, on peut refaire l’estimation de ��
�,�, ����¼
�¡n��. Pour cela on 

considère le deuxième membre ��
�
��� de (4.5). En vertu de (5.23) on a 

�
_
��M - Vª«
�,¥,�� 
�, ����
��,  �, ���
�, ¥, ��Zª
0��� u 0, 

ce qui nous permet de déduire de (4.5) que 

II� �
�, ¥, �� u $ �
_
��2M - Vª«
�,¥,��,0,�1 
� $ ��, ����
��,  �, ���
� $ ��,  �, ��Zª
0���, 

ou 

(5.24)   II� �
�, ¥, �� u $w1 - �ª«
�,¥,��,0,�1 
��,  �, ���
� $ ��,  �, ��Zª
0��� 

(ici  � et  � sont comme dans (4.5)). Donc, si on pose 

�
�� � ��
�,�; ����¼
�¡n��, 
alors, compte tenu de (5.22), il résulte de (5.24) que 

(5.25)   II� �
�, ¥, �� u $w1
� $ ���
��2 p.p. dans �� n �, 

ou 

�
�, ¥, �� � �
�, ¥� � w�
� $ �� - ��� 
����0�� p.p. dans �� n �, 

0‘où 

�
�� � ����¼
�¡n�� � w�
� $ �� - ��� 
����0�� p.p. dans �� n �. 

Cette inégalité implique que 

(5.26)   ��
�,�; ����¼
�¡n�� � �
�� � ÃÆ
�� 

pour � � 1 dans l’intervalle de l’existence de �
�,�; ��  et de ÃÆ
��, où ÃÆ
��  est la solution de l’équation 
intégrale 

ÃÆ
�� � ����¼
�¡n�� � w�
� $ �� - ÃÆ�� 
����0��, 
ou, ce qui revient au même, du problème de Cauchy 

0ÃR
��0� � $w1
� $ ��ÃR
��2, ÃÆ
1� � ����¼
�¡n��. 
On a 0‘ailleurs 

(5.27)   ÃÆ
�� � ���Â¼
�¡n���T���Â¼
�¡n��½k
WTW�
�T��. 
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   On rappelle que la condition (5.4) implique que le deuxième membre de (5.27) est bien défini pour tout � h ,0,11. Donc l’inégalité (5.26) est valable pour tout � h ,0,11 tel que �
�,�, �� existe. 

   Rappelons que l’on a construit la solution locale �
�,�; �� dans un intervalle ,1 $ >, 11 et que l’on peut 
prolonger la solution �
�,�, �� pour tout l’intervalle où les conditions pour la construction de la solution locale 
continuent à être vérifiées. Or, de (5.20) on déduit que, si ��
�,�; ����¼
�¡n�� | ∞, alors on peut encore 

prolonger la solution. Par conséquent, en vertu de (5.26) et (5.27), la solution �
�,�, �� peut être prolongée dans 
tout l’intervalle ,0,11. 
L’unicité de la solution résulte de l’unicité de la solution locale, ce qui achève la démonstration de la proposition.  

3.2.  Solution globale de l’équation de coagulation des gouttelettes en chute (cas 
d’évolution) 
 
1.  Introduction 
    Nous considérons le processus des gouttelettes qui tombent dans l’air et se coagulent entre elles. Du point de 
vue mathématique, il s’agit de l’équation de type Smoluchowski (voir [31], [22], [33]) avec le déplacement des 
gouttelettes déterminé par leur masse, l’équation est formulée pour la densité �
�, J, �� de l’eau liquide contenue 
dans les gouttelettes de masse � ( J et � désignent le temps et la position), densité par rapport à l’unité de 
volume de l’air contenant 0′éventuelles gouttelettes. Dans le travail [19] on a démontré l’existence d’une solution 
stationnaire même en présence d’un vent horizontal. 

    Nous allons démontrer l’existence et l’unicité de la solution globale de cette équation dans un domaine d’une 
dimension spatiale; on aura comme corollaire la convergence de la solution globale vers la solution stationnaire, si 
la donnée de l’entrée est constante ou tend vers une entrée constante. 

    Du point de vue technique, le présent travail utilise plusieurs techniques développées dans [19], en particulier 
l’introduction de la famille de courbes sur lesquelles on considère l’opérateur intégral de coagulation, et leurs 
propriétés. Toutefois, pour obtenir la solution globale on a 0
Ç  établir un lemme qui précise le cône de 
dépendance” de la solution. 

    Nous rappelons que, pour le processus de coagulation sans déplacement des gouttelettes, c’est‐à‐dire 

l’équation de Smoluchowski ordinaire, et le processus de coagulation‐fragmentation, il _  a une littérature 
considérable (voir par exemple [33], [20], [7], [21], [5], [6], [23]). Dans une recherche future on pourrait chercher 
des conditions plus faibles pour le coefficient de coagulation ou l’introduction de fragmentation en suivant des 
idées de ces travaux. Une autre perspective de la recherche sera celle d’insérer le processus de coagulation et la 
chute des gouttelettes dans le modèle général du mouvement de l’atmosphère, comme l’on a essayé dans [10], [1], 
[29]. 

2.  Position du problème 

    Considérons l’intervalle ,0,11, qui représente l’espace “vertical” dans lequel les gouttelettes se déplacent à 
cause de la force gravitationnelle. Désignons par �
�, J, �� la densité de l’eau liquide contenue dans les 
gouttelettes de masse � au point � h ,0,11 à l’instant J h �. On rappelle que dans la littérature concernant 

l’équation de Smoluchowski on utilise souvent le nombre (dans le sens statistique)  z� � z�
�, J� � �
W,�,��W  de 
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gouttelettes de masse � au lieu de la densité de l’eau liquide �
�, J, ��. Mais nous préférons utiliser cette 
dernière pour être conforme au symbolisme de [8] et de la littérature de la modélisation générale des phénomènes 
météorologiques ([10], [1], [29]). 

    Nous supposons que les gouttelettes subissent le processus de coagulation et en même temps se déplacent 
dans l’air par la force gravitationnelle en subissant également l'effet de frottement avec l’air environnant. Dans le 
présent travail nous ne considérons pas l’éventuelle condensation de la vapeur 0 ‘eau sur les gouttelettes ni 
l’évaporation à partir des gouttelettes, l’absence de condensation et l’évaporation correspondrait à l’état 
l’équilibre entre la vapeur d’eau présente dans l’air et la densité de la vapeur saturée. 

    Dans cette situation, on peut formuler le processus de coagulation comme dans l’équation de Smoluchowski 
(voir par exemple [33]) et le déplacement des gouttelettes par une vitesse déterminée par le coefficient de 
frottement entre les gouttelettes et l’air (comme les météorologues l’utilisent communément, voir par exemple 
[30]). Ces considérations nous amènent à l’équation (voir [1], [29], [19]) 

(2.1)   IJ�
�, J, �� � I�
�
�, J, ��

��� � 

� �2 U VW
& 
� $ ��, ����
��, J, ���
� $ ��, J, ��0�� � 

$� - V�& 
�, ����
�, J, ���
��, J, ��0��, 
où V
��, ��� est la probabilité de rencontre entre une gouttelette de masse �1 et une 

de masse �2 (avec la valeur de probabilité normalisée par rapport à la masse), tandis 

que 

�� désigne la vitesse des gouttelettes de masse �. Pour la fonction V
��, ��� nous supposons que 

(2.2)   V
�, � h y
�S n �S�, V
��, ��� u 0�
��, ��� h �S n �S, 

(2.3)   V
��, ��� � V
��, ���. 

D’autre part, pour la fonction 

�� nous donnons aussi l’expression 

(2.4)   

�� � $ �
�
W� M, 

où 
_
�� est le coefficient de frottement entre les gouttelettes de masse � et l’air. 

Comme dans la nature il n’existe pas de gouttelettes de masse inférieure à certaine 

valeur critique (voir [26], [11]) et que les grandes gouttelettes subissent le processus de fragmentation, nous 
considérons seulement les fonctions �
�, J, ��z ‘ayant les valeurs strictement positives que pour � tels que 

0 | � | � | � | ∞, 

ce qui nous permet de supposer, sans restreindre la généralité, que 

(2.5)    sup �
�� | ∞, 
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(2.6)     V
��, ��� � 0 pour �1 � �2 u �, 

 

comme il a été admis dans [1], [19]. Pour la commodité de la notation, nous posons 

(2.7)   � �  sup �
��, 
 � $ M�. 

Dans la suite nous allons envisager le problème de trouver une fonction �
�, J, ��, qui vérifie l’équation (2.1) 
pour 
�, J, �� h �S n �S n ,0,11 avec la condition aux limites (condition d’entrée) 

(2.8)   �
�, J, 1� � �
�, J�, 

et la condition initiale 

(2.9)   �
�, 0, �� � �
�, ��. 

Conformément à ce que nous avons dit plus haut, on supposera que 

�
�, J� � �
�, �� � 0 pour h ,0, �1 x ,�, ∞,. 

3.  Préliminaires 

Pour résoudre l’équation (2.1) avec les conditions (2.8), (2.9), nous allons la transformer en une équation 
différentielle ordinaire, en introduisant les variables 
�¤, J̃, �̃� reliées à 
�, J, �� par les relations 

(3.1) §�¤ � �,�� � �,JÆ � J � 1$�

�� . ¨ 
Dans ce nouveau système de coordonnées la fonction inconnue à chercher serait 

��
�¤, J̃, �̃� � �
�, J, �� � �
�, J̃ $ �T�È
W� , ��. 

Mais pour éviter une notation trop lourde, dans la suite on va écrire simplement � et � au lieu de �¤  et �̃ et 
encore �
�, J̃, �� au lieu de ��
�¤, J̃, �̃�, ce qui ne causera pas d’équivoque dans le calcul. 

On constate que dans les coordonnées 
�, J̃, �� l’équation (2.1) se transforme en 

(3.2)   
II� �
�, JÆ, �� � 

� �2

�� U VW
& 
� $ ��, ����
��, J̃
�, ��, J̃, ��, ���
� $ ��, J̃
�, � $ ��, J̃, ��, ��0�� � 

$ WÈ
W� - V�& 
�, ����
�, J̃, ���
��, J̃
�, ��, J̃, ��, ��0��, 
où 
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J̃
�, ��, J̃, �� � J̃ $ �T�È
W� � �T�È
W©�. 
Nous allons reformuler l’équation (3.2) en une équation différentielle ordinaire à valeurs dans un espace de 
Banach (ou dans un espace de Fréchet). Pour traiter convenablement dans ce cadre fonctionnel l’opérateur 
intégral du deuxième membre de cette équation, nous introduisons, pour chaque � h ,0,11 fixé, la famille de 
courbes 

(3.3)   ª« � ª«,� � �
�, JÆ� h �� n �|JÆ � « � 1$�

���, « h �. 

Cette famille de courbes est analogue à celle utilisée dans [19], mais ici le paramètre « est relatif au temps, tandis 
que dans [8] les courbes étaient para métrisées par un paramètre spatial. 

De manière analogue à [19] on définit une mesure Zª sur les courbes ª«. Plus précisément, en désignant par ¬�� 

la projection de ª« sur ��, on définit les nsembles mesurables de ª« et la mesure Zª sur ª« par les relations ¯� ­′ e ª«  est mesurable si et seulement si ¬��­′  est mesurable selon Lebesgue sur �� , ii) Zª
­′� � ZC,��
¬��­′�, où ZC,��
�� est la mesure de Lebesgue sur ��. 

Comme les courbes ª« , « h �, sont parallèles (c’est‐à‐dire, définies par la translation de ª0  par « dans la 

direction de J̃), on voit immédiatement que la projection ¬�� et la mesure Zª
�� ne dépendent pas de « h �. 

On rappelle que la mesure Zª
�� a les propriétés suivantes. 

Lemme 3.1. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de �� n �. On pose 

­« � �� h ��|vJÆ h � tel que 
�, J̃� h ª° ³ ­�, 

­� � �« h �|vJÆ h � tel que 
�, J̃� h ª° ³ ­�. 

Alors on a 

(3.4)   ZC,��n�
­� � - Zª∞$∞ 
­«�0« � - ZC,�ª0 
­��Zª
0�� � - ZC,�∞0 
­��0�, 

(ici et dans la suite l’élément 0 ‘intégration par rapport à la mesure de Lebesgue s’écrit directement    0�, 0« 
etc... sans utiliser les notations ZC,��
0��, ZC,�
0«�, etc...). 

Lemme 3.2. Soit �
�, J̃� h C�
�S n �� . Alors, pour presque tout « h �  la restriction de �
�, J̃�  à ª« 
appartient à C1
ª«, Zª�. 

Lemme 3.3 Soit �
�, J̃� h C�
�S n ��. Alors on a 

U ��¡n� 
�, J̃�0�0J̃ � U 
�
T� U �µ́ 
�, J̃�Z´
0���0« � 

� U 
´& U ��
T� 
�, J̃
�, «��0«�Z´
0�� � U 
�

& U ��
T� 
�, J̃�0J̃�0� � 
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� - 
�T� - ��& 
�, J̃�0��0J̃, 

où J̃
�, «� � « � �T�È
W�. 
Lemme 3.4. Soient ¾ et M deux fonctions appartenant à C1
ª«, Zª�. On pose 


¾ Q  M�
�� � - ¾µ́ 
� $ ���M
���Z´
0���. 

Alors on a ¾ Q M h C�
ª° , Z´� et 

�¾ Q M��k
 µ́,(¿� � �¾��k
 µ́,(¿��M��k
 µ́,(¿�. 

Pour la Démonstration des lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4, voir [19] (pour les notions fondamentales, voir par exemple 
[12]�. 

On pose 

(3.5)   «
�, J̃, �� � J̃ $ �T�È
W�, ª«
�,JÆ,��,0,�1 � ª«
�,JÆ,�� ³ ,0, �1 n �. 

Cela étant, on peut écrire l’équation (3.2) dans la forme 

(3.6)   
II� �
�� � ��
�
���, 

avec 

�
�� � �
�,�, ��, 

(3.7)   ��
�
��� � ��
�
���
�, JÆ� � 

� �2

�� U V
µ́
¶,�,¸�,¹,¶1 
� $ ��, ����
��, J̃, ���
� $ ��, J̃, ��Z´
0��� � 

$ WÈ
W� - V´µ
¶,�,¸� 
�, ����
��, J̃, ���
�, J̃, ��Z´
0���, 

où J̃ et J̃ sont définis par les relations 


��, J̃� h ª°
W,�É,��, 
� $ ��, J̃� h ª°
W,�É,��,&,W1
. 

Analoguement, les conditions (2.8) et (2.9) se transforment en 

(3.8)   �
�, J̃, 1� � �
�, J̃�, 

(3.9)   �
�, �T�È
W� , �� � �
�, ��, 

où � et � sont les fonctions obtenues de � et � par le changement de variables introduit ci‐dessus. 
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4.  Solution avec la condition Ê’GËÌÍǴG de classe ÎÏ 

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution globale du problème 
3.6� $ 
3.9�, nous précisons d’abord 
que le domaine dans lequel nous allons considérer l’équation (3.6) est 

(4.1)   d � Ð ª°,�°Ñ&,&Ò�Ò� � �
�, J̃, �� h �S n � n10,1,|J̃ r �T�È
W��. 

On pose 

Ó\1 � �
�, JÆ, �� h �� n � n ,0,11|JÆ � 1$�

���, 

ÓÔ1 � �� � 1� ³ d, 

il est évident que l’on peut identifier ÓÔ1 avec �� n ��. Les conditions (3.8) et (3.9) peuvent être écrites dans la 
forme 

(4.2)   � � � sur ÓÔ1, � � � sur Ó\1, 

Avant d’étudier le cas général du problème 
3.6� $ 
3.9�, nous allons examiner le cas où la donnée � appartient 

à C1
ÓÔ1�. Dans ce cas on a la proposition suivante. 

Proposition 4.1. Soient � h C1
Ó\1� ³ C∞
Ó\1� et � h C1
ÓÔ1� ³ C∞
ÓÔ1� telles que 

�
�, JÆ, �� u 0 �. �. sur Ó\1, �
�, JÆ� u 0 �. �. sur ÓÔ1, 

�
�, JÆ, �� � 0, �
�, JÆ� � 0 ��
c� h ,0, �1 x ,�, ∞,. 

Si 

 max 
����¼
Õ)�, ����¼
ÕÖ�� | �½k
WTW�, 
où 

(4.3)   w1 � 2� � � � � � �� � �$��
���
_
��2M V
�$��,���, 
alors il existe une solution σ et une seule de l’équation (3.6) satisfaisant aux conditions 

(4.4) � � � sur ÓÔ1, � � � sur Ó\1, 

solution appartenant à la classe 

(4.5)   � h y
,0,11; C�
d��� ³ C�
d�, 
où 

(4.6)   d� � �
�, JÆ� h �� n�|JÆ r 1$�

���. 



33 

 

Démonstration. On rappelle que l’on a démontré dans [8] une proposition analogue (proposition 5.1 de [19]) 
dans le cas où le domaine est 

d∞ � �� n�n10,1,, 
avec la condition 0 ‘entrée sur �� n�n �1�; même si dans [8] on considérait la position horizontale ̂ h � au 
lieu du temps J , du point de vue mathématique il s’agit de la même équation. Donc, pour démontrer la 
proposition, il nous suffit de transformer le problème (3.6), (4.4) en un problème dans d∞ avec une condition 
d’entrée sur �� n�n �1� de manière que la restriction de la solution de ce dernier problème à d nous donne la 
solution du problème (3.6), (4.4). 

5.  Existence et unicité de la solution globale dans le temps 

Pour démontrer un théorème 0 Existence et d’unicité de la solution globale dans le cas général, on va établir la 
propriété de cône de dépendance” pour l’équation (3.6). Pour ce faire, on considère un ensemble mesurable Ø de �� n� avec 0 | �]�
Ø� | ∞. On définit 

(5.1)   �,Ø1 � Ð �
W,�É�
W,�É�hÙ , 

où 

(5.2)   �
�,JÆ� � Ð 
0���1 Ð ª«,�«$
�,JÆ,���«�«�
�,JÆ� � � 

� �
��, J̃, ��� h �S n � n ,0,11|J̃ � « � �T�©È
W’�, «$
�, JÆ, ��� � « � «�
�, JÆ��, 
avec 

(5.3) Ú«�
�, JÆ� � «
�, JÆ, 0� � JÆ $ 1

�� ,«$
�, JÆ, �� �  max 
0, «�
�, JÆ� � 
�� �  max 
0, JÆ $ 1

��� 
��̈ 

(pour 
, voir (2.7)). On définit également �Ø
�� par 

(5.4)   �Ø
�� � Ð 

�,JÆ�hØ Ð ª«,�«$
�,JÆ,���«�«�
�,JÆ� � � �
��, JÆ, ��� h �,Ø1|�� � ��; 
on remarque que �Ø
�1� est l’intersection de Ð �
W,��
W,��hÙ  et du plan � � �� . D’après la définition de 

l’ensemble �
�,J� (voir aussi la définition (3.5) de 
�, J̃, ��), on remarque que 


��, J̃, ��� h �
W,�É� Û ª°
W©,�É,�©�,�© e �
W,�É�, 
«
��, J̃, 0� � «
��, J̃, 0� Û �
Wk,�� � �
Wm,��; 

cette dernière relation signifie que, si 
��, J̃� et 
��, J̃� se trouvent sur une courbe ª«,0, alors ils définissent le 

même ensemble. 

La propriété de cône de dépendance” est donnée par le lemme suivant. 
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Lemme 5.1. Soient � et � deux fonctions définies sur Ó\1, � et � deux fonctions définies sur ÓÔ1. On suppose 
que �, �, �, � satisfont aux conditions de la proposition 4.1. Soit �,11 (resp. �,21) la solution de l’équation 
(3.6) avec la condition (4.4) et la condition 

(5.5)             � � � sur ÓÔ1 ³ �,Ø1, � � � sur Ó\1 ³�,Ø1, 
alors on a 

�,11 � �,21 �. �. dans �,Ø1. 
Démonstration. En transformant l’équation (3.6) en forme intégrale, on a 

�,¯1
�, JÆ, �� � �,¯1
�, JÆ, "1
�, JÆ�� � 

$ W�È
W�- - ,µ́
¶,�,¸�,¸,¹,¶1Ük� , V
� $��, ����,<1
��, J/Æ , ����,<1
� $��, J̃, ���Z´
0���0�� � 

� WÈ
W�- - ,´µ
¶,�,¸�,¸
Ük� , V
�,����,<1
��, J̃, ����,<1
�, J̃, ���Z´
0���0��, ¯ � 1,2, 

tandis que les conditions 
3.8� $ 
3.9� nous donnent 

�,¯1
�, JÆ, "1
�, JÆ�� � ß� �
c Ó\1,� �
c ÓÔ1, ̈
"1
�, JÆ� étant le nombre défini dans (4.7). En faisant la différence de cette équation pour ¯ � 1 et ¯ � 2, on a 

|�,�1
�, J̃, �� $ �,�1
�, J̃, ��| � |�,�1
�, J̃, "�
�, J̃�� $ �,�1
�, J̃, "�
�, J̃��| � 

�y¢,U U 

µ́
¶,�,¸©�,¸©,¹,¶1

Ük
� |�,�1
� $ ��, J̃, ��� $ �,�1
� $��, J̃, ���|�,�1
��, J̃, ��� � 

�|�,�1
��, J̃, ��� $ �,�1
��, J̃, ���|�,�1
� $ ��, J̃, ����Z´
0���0�� � 

�U U 
´µ
¶,�,¸©�,¸©
Ük

� |�,�1
�, J̃, ��� $ �,�1
�, J̃, ���|�,�1
��, J̃, ��� � 

�|�,�1
��, J̃, ��� $ �,�1
��, J̃, ��|�,�1
�, J̃, ����Z´
0���0��1, 
où 

yV �  max , sup �2

��V
�$��,���, sup �

��V
�,���1. 
On en déduit que 

(5.6)   |�,�1
�, J̃, �� $ �,�1
�, J̃, ��| � |�,�1
�, J̃, "�
�, J̃�� $ �,�1
�, J̃, "�
�, J̃��| � 
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�y¢,U 
�� ��,�1
�,�, ��� $ �,�1
�,�, �����¼
´µ
¶,�,¸©�,¸©���,�1
�,�, �����k
´µ
¶,�,¸©�,¸©� � 

���,�1
�,�, �����k
´µ
¶,�,¸©�,¸©���,�1
�,�, ��� $ �,�1
�,�, �����¼
´µ
¶,�,¸©�,¸©��0�� � 

�U 
�� ��,�1
�,�, ��� $ �,�1
�,�, �����¼
´µ
¶,�,¸©�,¸©���,�1
�,�, �����k
´µ
¶,�,¸©�,¸©� � 

�
� $����,�1
�,�, �����¼
´µ
¶,�,¸©�,¸©���,�1
�,�, ��� $ �,�1
�,�, �����¼
´µ
¶,�,¸©�,¸©��0��1. 
Considérons maintenant un point générique 
�, J̃, �� de �,Ø1. En vertu de 
5.2� $ 
5.3� il existe 
�&, J̃� hØ e �S n � tel que  max 
0, J̃ $ �È
W¹� � �È� � «T
�&, J̃, �� � J̃ $ �T�È
W� � «S
�&, J̃� � J̃ $ �È
W¹�. 
Cette inégalité, jointe à l’inégalité 

�� � 
 | 0, implique que, pour 0 � � � � ′ � 1, on a 

J̃ $ �È
W¹�� à©È � J̃ $ �T�©È
W� � J̃ $ �È
W¹�, 
ou, en vertu de (3.5), (5.3), on a 

«$
�0, JÆ, ��� � «
�, JÆ, ��� � «�
�0, JÆ�, 
ce qui, d’après la définition (5.4) de l’ensemble �Ø
��, démontre que ª«
�,J,��,�, e �Ù
� ′� pour 0 � � � �′ �"�
�, J̃� � 1. 

On rappelle que l’on a en outre, pour ¯ � 1,2, 

��,<1
�,�, ����k
´µ
¶,�,¸�,¸,(¿� � 
� $����,<1
�,�, ����¼
´µ
¶,�,¸�,¸� � 

� 
� $����,<1
�,�, ����¼
áâ
���, 
pour presque tout 
�, J̃� h d� (voir (4.6)). Cela étant, de l’équation (5.6) on déduit que 

��,�1
�,�, �� $ �,�1
�,�, ����¼
áâ
��� � 

� 
�� $ ���¼
ÕÖ³á,Ù1� � �� $ ���¼
Õ)³á,Ù1��S 

�y -��  
��,�1 
. , . , �����¼
áâ
�©�� � ��,�1 
. , . , �����¼
áâ
�©��� n 

n ��,�1
�,�, ��� $ �,�1
�,�, �����¼
áâ
�©��0��, 
où y est une constante indépendante de �. A l’aide du lemme de Gronwall, on en déduit que 

(5.7)   ��,�1
�,�, �� $ �,�1
�,�, ����¼
áâ
��� � 

� 
�� $ ���¼
ÕÖ³á,Ù1� � �� $ ���¼
Õ)³á,Ù1��n 
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n  exp 
y - 
�� ��,�1
�,�, �����¼
áâ
�©�� � ��,�1
�,�, �����¼
áâ
�©���0���. 
Or, en vertu de l’hypothèse (5.5) on a 

�� $ ���¼
ÕÖ³á,Ù1� � �� $ ���¼
Õ)³á,Ù1� � 0, 

ce qui nous permet de déduire de (5.7) que 

��,�1
�,�, �� $ �,�1
�,�, ����¼
áâ
��� � 0, 

ou, compte tenu de la relation �,Ø1 � Ð �Ù&ã�ã� 
��, �,11
�, JÆ, �� � �,21
�, JÆ, �� p.p. dans �,Ø1. 
Le lemme est démontré.  

Maintenant nous pouvons démontrer le théorème principal. 

Théorème 5.1. Si � h C∞
Ó\1� et � h C∞
ÓÔ1� satisfont aux conditions 

(5.8)   �
�, JÆ, �� u 0 �. �. sur Ó\1, �
�, JÆ� u 0 �. �. sur ÓÔ1, 

(5.8)   �
�, JÆ, �� � 0, �
�, JÆ� � 0 pour h ,0,�1 x ,�, ∞,, 
(5.10)    max 
����¼
Õ)�; ����¼
ÕÖ�� | �½k
WTW� , 

w1 étant la constante indiquée dans la proposition 4.1, alors l’équation (3.6) avec la condition (4.2) admet une 
solution � et une seule appartenant à la classe  

� h C∞
d� 
et � vérifie les relations 

�
�, J̃, �� u 0 �. �. dans d, 

�
�, J̃, �� � 0, pour h ,0,�1 x ,�, ∞,. 
Démonstration. Pour démontrer l’existence de la solution globale dans le temps du problème (3.6), (4.2), on 
considère une famille d’ensembles mesurables et bornés Ø¯, ¯ h À, définis par 

(5.11)   Ø¯ � �
�, JÆ� h �� n�|� � � � �, 1

�� � JÆ � ¯� � 

� d& ³ �
�, J̃� h ,�,�1 n �|J̃ � ¯�, 
où d0 est l’ensemble défini dans (4.6) avec � � 0. La définition de �,Ø1 (voir (5.1), (5.2)) nous permet de 
définir un nombre P tel que 

(5.12)   �Ø¯
1� e �
�, JÆ� h �� n�|JÆ � ¯ �P� pour tout ̄ h À. 

On considère une fonction ä h y∞
�� telle que 
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ä
�� � å1 �¯ � � 0,0 �¯ � u 1,̈ 
avec 0 � ä
�� � 1�� h ,0,11 et on pose 

(5.13)   ä¯
JÆ� � ä
JÆ$ 
¯ � P��; 
on a évidement 

(5.14)   �Ø¯
1� e �
�, JÆ� h �� n�|ä¯
JÆ� � 1� pour tout ̄ h À. 

Cela étant, on considère la famille d’équations 

(5.15)   I��,¯1
�, JÆ, �� � �
�,¯1
���
�, JÆ�, ¯ h À 

(avec �
�� définie dans (3.6)), complétées par les conditions 

(5.16)   �,¯1 � ä¯� sur ÓÔ1, �,¯1 � � sur Ó\1. 
D’après la proposition 4.1 
avec � � ä¯� et � � �� le problème 
5.15� $ 
5.16� admet une unique solution � � �,<1 h y
,0,11; C�
d��� ³ C∞
d� telle que 

�,¯1 u 0 p.p. dans d, �,¯1
�, JÆ, �� � 0 pour � h ,0,�1 x ,�, ∞,. 
D’autre part, d’après la définition des ensembles Ø¯ (voir (5.11)), on a  

�,Ø<1 e �,Ø<′1 pour ̄ � ¯ ′. 
Par conséquent, en vertu du lemme 5.1 et de (5.16) (voir aussi (5.13)), on a 

�,¯1 � �,¯′1 p.p. dans �,Ø<1 pour ̄ � ¯ ′. 
Donc, en définissant � par 

� � ß�,&1 0\z� d ³ �,Ø&1,�,<1 0\z� �,Ø<1\�,Ø<T�1, ¯ � 1,2, … . ̈
on a 

� � �,<1 p.p. dans ³ �,Ø<1 �¯ h À. 

Par suite, en vertu de (5.15) on a 

I��
�, JÆ, �� � �
�
���
�, JÆ�, dans ³ �,Ø<1 �¯ h À. 

En outre, en vertu de (5.14) et (5.16), on a 

� � �,<1 � � sur ÓÔ1 ³ �,Ø¯1, � � �,<1 � � sur Ó\1 ³�,Ø¯1. 
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Donc, en rappelant les relations d e Ð �<hÀ ,Ø<1 et ÓÔ1 e Ð �Ø¯¯hÀ 
1� qui résultent de la définition de Ø¯, �,Ø<1, �Ø¯
1�, on peut conclure qu’il existe une solution du problème (3.6), (4.2). 

Pour démontrer l’unicité de la solution, considérons deux éventuelles solutions �1, �2 du problème (3.6),(4.2). 
Si �1 è �2 sur un ensemble de mesure strictement positive, alors on peut choisir un ensemble mesurable Ø tel 
que 0 | �]�
Ø� | ∞ et que 

�]�
�
�, J̃, �� h �,Ø1|�� è ���� r 0. 

Or comme �1 et �2 sont des solutions du problème (3.6),(4.2), �1 � �2 sur Ó\1 x ÓÔ1, en particulier �1 � �2 
sur 
ÓA� x Óé�� ³ �,Ø1; cette condition entraine, d’après le lemme 5.1, que �1 � �2 dans �,Ø1, ce qui prouve 
qu’il n’est pas possible d’avoir deux solutions �1 et �2 qui se diffèrent sur un ensemble de mesure strictement 
positive. L’unicité de la solution est démontrée.  

En retournant aux coordonnées 
�, J, ��, on peut exprimer le résultat dans la forme suivante. 

Théorème 5.2. Si � h C∞
�� n ,0,11� et � h C∞
�� n��� satisfont aux conditions 

�
�, J, �� u 0 �. �. �
c�S n ,0,11, �
�, J� u 0 �. �. �
c�S n �S, 

�
�, J, �� � 0, �
�, J� � 0 pour h ,0,�1 x ,�, ∞,, 
 max 
����¼
�¡n,&,�1�;����¼
�¡n�¡�� | �½k
WTW�, 

w1 étant la constante indiquée dans la proposition 4.1, alors l’équation (2.1) avec les conditions (2.8) et (2.9) 
admet une solution � et une seule appartenant à la classe 

� h C∞
�S n �S n10,1,� 
et � vérifie les relations 

�
�, J, �� u 0�. �. dans �� n�� n] 0,1,, 
�
�, J, �� � 0, pour h ,0,�1 x ,�, ∞,. 

Démonstration. Rappelons qu’avec le changement de variables 
�, J, �� £ 
�, J̃, �� introduit par (3.1), on a 
transformé l’équation (2.1) et les conditions 
2.8� $ 
2.9� dans (3.6) et (4.2). Donc, si ��
�, J̃, �� est la solution 
du problème (3.6), (4.2) dont l’existence et l’unicité ont été démontrées dans le théorème 5.1, alors, en faisant 
retourner les fonctions dans les coordonnées 
�, J, ��, on voit que la fonction 

�
�, J, �� � ��
�, J � 1 $ �

�� , �� 
Satisfait à l’équation (2.1) et aux conditions 
2.8� $ 
2.9�. L’unicité de la solution � découle de celle de �� 
démontrée dans le théorème 5.1.  
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6.  Convergence de la solution globale vers la solution stationnaire 

Le résultat obtenu dans le paragraphe 5 nous donne également la convergence de la solution globale vers la 
solution stationnaire. Rappelons d’abord le résultat sur la solution stationnaire. On considère l’équation 

(6.1)   I��
�, �� � $�
_
��2M - V�0 
�$��,����
��, ���
� $��, ��0�� � 

��
_
��M U V�
& 
�,����
�, ���
��, ��0�� 

(pour (_
�� voir (2.4)) avec la condition aux limites (condition d’entrée) 

(6.2)   �
�, 1� � �
��. 
Proposition 6.1. Soit �
�� h C1
��� avec � u 0, �
�� � 0 pour � h ,0,�1 x[ �, ∞,. Alors le problème 
6.1� $ 
6.2�  admet une unique solution h y
,0,11; C�
�S��  (c’est‐à‐dire, l’application ��
�, ��  est une 

fonction continue de ,0,11 à valeurs dans C1
���� telle que  

� u 0, �
�, �� � 0 pour h ,0,�1 x ,�, ∞,. 
Démonstration. Pour la Démonstration, voir [19], la proposition 3.1.  

S’il existe un J1 u 0 tel que 

�
�, J� � �
�� �J u J�, � h �S, 

avec une fonction �
�� qui ne depend pas de J, alors la convergence de la solution � obtenue dans le théorème 
5.2 vers la solution stationnaire avec la condition d’entrée �
�� � �
�� résulte immédiatement du théorème 5.1 
et du lemme 5.1. 

Pour examiner la convergence pour le cas des conditions plus générales pour �, admettons que �
�, J� tend vers �
�� (dans le sens qu’on va préciser) et considérons la solution stationnaire �∞ � �∞
�, ��, qui s’obtient par la 
proposition 6.1 avec �
�� � �
��. Introduisons en outre les notations 

�
�, �� � �
�, J � ��, �J
�, �, �� � �
�, J � �, �� pour 0 | � | 1. 

On a alors le résultat suivant. 

Proposition 6.2. Soient � et � comme dans le théorème 5.2. On suppose en outre que 

(6.3)   � ² � pour J ² ∞ dans C∞
�� n10,1 [ �. 
Alors on a 

(6.4)   �J ² �∞ pour J ² ∞ dans C∞
�� n10,1,n10,1 [ �. 
Dans (6.3) et (6.4), � et �∞ sont à considérer comme fonctions appartenant à C∞ ( �� n10,1 [ � et C∞
�� n10,1,n10,1 [) et indépendantes de � h] 0,1 [. 



40 

 

Démonstration. Rappelons d’abord la définition (3.1) de J̃, qui nous donne l’expression de J en fonction de J̃, 
c’est-à-dire 

(6.5)   J � J
�, J̃, �� � J̃ $ �T�È
W�. 
Cela étant, de la définition de �,Ø1 (voir (5.1)) il résulte immédiatement qu’il existe deux constantes P1 et P2 
telles que, si on pose 

Ø,J1 � �
�, JÆ� h �� n�|� h1�, � [, J̃ h ,J $ P�, J � P�1�, 
on ai 

(6.6)   �� n ,J, J � 11 n ,0,11 e �
�, J�, �� h �� n�� n ,0,11|J� � J�
�, JÆ, ��, 
�, JÆ, �� h �,Ø,J11�. 
Comme �∞ peut être considérée comme la solution du problème (2.1), (2.8) et (2.9) avec � � � et � � �∞, en 
tenant compte que �∞ et � sont indépendantes de J, en faisant la comparaison de l’équation (2.1) pour � et 
celle pour �∞, et en les considérant dans les coordonnées 
�, J̃, �� (mais, pour éviter la notation lourde due au 
changement de variables défini dans (3.1), nous utilisons la même notation pour �), de la même manière que pour 
l’inégalité (5.7), on a 

(6.7)   ��
�,�, �� $ �∞
�,�, ����∞
áâ,�1
��� � �� $ ���∞
áâ,�1
��� n 

n  exp 
y - 
�� ��
�,�, � ′���∞
áâ,�1
�′�� � ��∞
�,�, � ′���∞
áâ,�1
�′���0� ′�. 
Or, de l’hypothèse (6.3) (voir aussi (6.5), (5.4)) il résulte que 

�� $ ���∞
áâ,�1
��� ² 0 pour J ² ∞. 

Donc de (6.7) on déduit que 

��
�,�, �� $ ��
�,�, ����¼
áâ,�1
��� ² 0 pour J ² ∞, 0 � � � 1, 

c’est‐à‐dire, en le traduisant encore dans les coordonnées 
�, J, �� (voir (6.5) et (6.6)), on a 

�J ² �∞ pour J ² ∞ dans C∞ ( �� n10,1,n10,1 [ �. 
La proposition est démontrée.  

3.3. Solution stationnaire de l’équation de coagulation des gouttelettes avec un vent vertical 

1.  Introduction  

    Le problème de l’équation de coagulation des gouttelettes qui tombent dans l’air a été étudié dans les travaux 
[19] et [2], qui ont établi, sous des conditions convenables, l’existence et l’unicité de la solution stationnaire et de 
la solution globale en temps et la convergence de cette dernière vers la solution stationnaire. En particulier dans 
[19] on a examiné le processus de coagulation et de chute des gouttelettes à la présence d’un vent horizontal 
constant. Il est vrai que dans la Nature la composante verticale de la vitesse de l’air est, généralement, assez petite 
par rapport aux composantes horizontales. 
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    Mais il y a aussi des cas où le mouvement vertical ascendant de l’air constitue l’élément fondamental du 
phénomène, comme dans le cas des orages ou dans la partie centrale d’un cyclone tropical. En effet, dans ces cas, 
l’écoulement ascendant de l’air cause une forte condensation de vapeur, créant des gouttelettes très nombreuses, 
qui se coagulent en formant des gouttelettes plus grandes et tombent comme pluie intense (voir par exemple... �. 
    Pour contribuer à l’analyse et l’éclaircissement de ces phénomènes, dans le présent travail nous allons étudier 
l’équation pour la distribution des gouttelettes qui se déplacent par un vent vertical et par la force gravitationnelle 
et subissent le processus de coagulation et celui d’accroissement de poids duÇ à la condensation de la vapeur sur 
leur surface. Plus précisément, nous allons considérer une équation intégro‐différentielle pour une fonction 
inconnue σ � σ
m, z� représentant la densité (par rapport au volume de l’air) de l’eau liquide contenue dans les 
gouttelettes de masse m à la hauteur  
0 � z � 1�. Comme notre intéreÇt principal concerne le comportement 

de la densité σ en présence d�un vent vertical ascendant (ou de la composante verticale positive d)un vent), nous 
concentrons notre attention sur la variation de σ  par rapport à hauteur z , en négligeant son éventuelle 
dépendance de la position horizontale. L’équation dans la forme précise va être formulée dans le paragraphe 
suivant (voir (2.1)). Nous allons démontrer, dans la suite, l’existence d’une solution stationnaire de cette équation 
avec les « conditions d’entrée » pour σ
m, z�. 
    Du point de vue technique, nous construisons d’abord la solution σ
m, z� dans la partie où la vitesse des 
gouttelettes u
m, z� est positive, en supposant que la densité σ
m, z� est donnée dans la partie où 
m, z� | 0, et 
la solution dans la partie où  

�, �� | 0, en supposant que la densité est donnée dans la partie où u
m, z� r 0. 
Ensuite nous allons appliquer le théorème de point fixe de Schauder pour trouver une solution dans le domaine 

entier. Pour faire marcher ces raisonnements, comme il est naturel, nous avons besoin d�estimations adéquates. 

Or, ces estimations ne s�obtiennent pas facilement, en particulier, dans le voisinage des points 
m, z� où la 
vitesse où u
m, z� des gouttelettes de masse m s’annule, et, pour les obtenir, nous avons besoin d’une élaboration 
considérable des estimations, ce qui constitue le point technique principal de notre travail. 

    I l est également utile de rappeler que l’équation de coagulation, souvent appelée équation de Smoluchowski, 
a été proposée par Smoluchowski [19] et Müller [14] et étudiée par plusieurs scientifiques (voir [18], [33], [20], 
[7], [21], [5], [8], [6], [24], etc...), en y ajoutant éventuellement les termes du processus de fragmentation, mais 

sans prendre en considération le déplacement des gouttelettes ni 1�efffet de la condensation sur eux. L’équation 
de coagulation des gouttelettes en chute a été proposée dans le cadre de la modélisation de l’atmosphère avec la 
transition de phase de l’eau (voir par exemple [10], [1], [29], [9]). 

2.  Position du problème 

   Nous allons considérer la densité σ � σ
m, z� de l’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m à la 
hauteur z h ,0,11. En désignant par u � u
m, z� la vitesse (verticale) des gouttelettes de masse m à la position z, par hòó � hòó
m, z� la quantité de condensation sur les gouttelettes de masse m par unité de temps et par unité 

de masse de gouttelettes et par β � β
m�, m�� le taut de coagulation entre les gouttelettes de masse m� et celles 
de masse m�, nous considérons  l’équation 

(2.1)   I�
�
�, ��

�, ��� � I�
�NM	
�, ���
�, ��� � NM	
�, ���
�, �� � 

��2 U VW
& 
� $ ��, ����
��, ���
� $��, ��0�� � 
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$�U V�
& 
�,����
�, ���
��, ��0�� 

dans le domaine 

(2.2)   d � �
�, �� h ��|� r �, 0 | � | 1�, � r 0; 

dans le présent travail nous supposons que les fonctions u
m, z� et hòó
m, z� sont données. l’équation 
2.1� va 

être envisagée dans Ω avec les conditions d’entrée 

(2.3)   �
�, �� � �
�, �� pour 
�, �� h b& x b� x bA, 

où 

(2.4)   b0 � �
�, �� h d|� u �, � � 0, 

�, 0� u 0�, 
(2.5)   b1 � �
�, �� h d|� u �, � � 1, 

�, 0� | 0�, 

(2.6)   b\ � �
�, �� h d|� � �,0 � � � 1�. 
On suppose que �
�, �� est continue sur b0 x b1 x b\ et que 

(2.7)   �
�, �� u 0 �
�, �� h b& x b� x bA, 

(2.8)   �
�, �� � 0 si u � 
� r ��. 
On remarque que S& x S� x Sõ est la partie de la frontière de Ω où le vecteur 
mhòó, u�T  est orienté vers 

l’intérieur de Ω; on précise que, d�après la condition 
?? � (voir aussi (2.15)) formulée dans la suite, on aura mhòó
m, z� r 0 pour tout z h ,0,11, ce qui nous garantit que le vecteur 
mhòó, u�T est orienté vers l’intérieur de 

Ω même sur Sõ. 

Il serait utile de rappeler que l’équation 
2.1� est le cas stationnaire de l’équation décrivant de la variation de la 
densité de l’eau liquide σ � σ
m, z, t� dans le cadre de la modélisation de l’atmosphère avec la condensation de 
la vapeur (voir [1]; voir aussi [10], [29], [9] � . Le choix d’une constante m  strictement positive et 

convenablement petite et du domaine Ω donné dans (2.2) est, nous croyons, conforme à la nature physique du 
problème; en effet, la courbure élevée des gouttelettes très petites ne leur permet pas de subsister dans 
l’atmosphère réelle et les gouttelettes se forment exclusivement sur des aérosols ayant une masse supérieure à une 
valeur critique (voir par exemple [11], [26]). En outre, même si la condition (2.8) est restrictive, nous la posons, 
car une généralisation envisageable dans la méthodologie du présent travail ne nous semble pas particulièrement 
intéressante (pour le choix de m, voir le commentaire de la fin de ce paragraphe). 

Il est bon de rappeler, en outre, que dans la littérature concernant l’équation de Smoluchowski on utilise souvent 
le nombre, au sens purement statistique, des gouttelettes de masse m dans l’unité de volume 

z�
�, �, J� � �
W,�,��W  
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au lieu de la densité σ. Mais nous préférons utiliser la densité σ pour la commodité pour la modélisation générale 
des phénomènes météorologiques. 

Maintenant on va préciser les hypothèses sur les fonctions u
m, z�, hòó
m, z� et β
m�, m��. D’abord nous 

écrivons la formulation formelle des conditions et puis nous allons donner des motivations de ces conditions 
introduites. 

On suppose que 

�, �� a l’expression 

(2.9)   

�, �� � �
�� $ D
�
W� 
et que M est une constante strictement positive et 

(2.10)   �
�� h y�
,0,11�,  inf �
�� r 0, 

(2.11)   
_
�� h y�
,�, ∞,�, 
00� 
_
�� | 0 �� u �, 

(2.12)   0 | � u ¯z ø¶\
_ 
�� | � ut¶ �
�
��\ | ∞, 

(2.13)    inf 
�
�� $ D
�
W�� r 0, 

(2.14)   v�� r � tel que  sup 
�
�� $ D
�
Wk�� | 0. 

Pour la fonction NM	
�, �� on suppose que 

(2.15)   NM	
�, � h y�
d�, 
(2.16)   0 |  inf �ND.
�, �� �  sup �ND.
�, �� | ∞. 

En ce qui concerne V
��, ��� nous supposons que 

(2.17)   V
�, � h y
�S n �S�, V
��, ��� u 0�
��, ��� h �S n �S, 

(2.18)   V
��, ��� � V
��, ��� 

(2.19)   V
��, ��� � 0 pour �1 ��2 u �, 

où � est une constante telle que � | � | ∞. 

Pour que la position de notre problème corresponde à cette situation, nous supposons que v
z� r 0 et hòó r 0. 

3.  Division du domaine et caractéristiques 

Nous définissons 0�\Ô�c0 la division du domaine d en trois parties d1, ú, d2 

(3.1) Úd1 � �
�, �� h d|

�, �� r 0�,ú � �
�, �� h d|

�, �� � 0�,d2 � �
�, �� h d|

�, �� | 0�. ̈
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En vertu des conditions 
2.9� $ 
2.11� la frontière ú entre d1 et d2 est une courbe de classe y1 et peut être 
écrite dans la forme 

(3.2)   ú � �
�, �� h d|� � �û
��� 
avec une fonction �ú
�� de classe y1 déterminée par la relation 



�û
��, �� � 0, � h ,0,11. 
La fonction �ú
�� jouit de la propriété suivante. 

Lemme 3.1. On a 

(3.3)   
0�ú
��0� � $ 
_
��20�
��0�M0�
��0� . 

Démonstration. Comme �ú
�� est définie par la relation 



�û
��, �� � �
�� $ D
�
W� � 0, 

en désignant par üýý; � 
BWþ
��B� , 1�4 le vecteur tangent à la courbe ú, de la relation 

�
 � üýý; � M
_
��� 0
�
��0� 0�û
��0� � 0�
��0� � 0 

on obtient (3.3).  

Maintenant on va définir les caractéristiques pour l’équation (2.1), qui peut être écrite dans la forme 

(3.4)   

�, ��I��
�, �� � �NM	
�, ��IW�
�, �� � 

� $�
�, ��
I�

�, �� � �IWND.
�, ��� � 

��2 U VW
& 
� $ ��, ����
��, ���
� $��, ��0�� � 

$�- V�& 
�,����
�, ���
��, ��0��. 
De l’expression de l’équation (3.4) il résulte que les caractéristiques sont déterminées par le système 
d’]́{
\J¯�z� 

(3.5)   0�
J�0J � 

�
J�, �
J��, 
(3.6)   0�
J�0J � �
J�NM	
�
J�, �
J�� 

avec les conditions initiales pour 
m
t&�, z
t&��. Comme le second membre des équations 
3.5� $ 
3.6� est de 

classe C� par rapport à 
m, z�, pour tout 
m, z� h Ω il existe une courbe et une seule qui est définie par les 
équations 
3.5� $ 
3.6� et qui passe par 
m, z�. Nous désignons ces courbes par 
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(3.7)   ª � �
�´
J�, �´
J�� h d|J h ,J&, J�1� 
et par Ó1  l’ensemble de toutes ces caractéristiques ª; dans (3.7) �ª
J� et �ª
J� sont des fonctions qui satisfont 

au système d’équations 
3.5� $ 
3.6�, tandis que J0 et J1 sont tels que zγ
t&� � 0 ou 1, ou mγ
t&� � m et zγ
t�� � 0 ou 1, mais, comme on le voit aisément, t& peut être choisi arbitrairement. 

Lemme 3.2. Chaque γ h Γ�, courbe définie par les équations 
3.5� $ 
3.6� et les conditions initiales, peut être 
représentée par une fonction continue z
m� � z
m� de m h ,m&, m�1 à valeurs dans ,0,11 (avec certains m&, m� h ,m, ∞,� et la fonction z
m� est strictement croissante dans la partie où 
m, z
m�� h Ω� et strictement 
décroissante dans la partie où 
m, z
m�� h Ω�. 

Démonstration. Comme mhòó
m, z� r 0 pour tout 
m, z� h Ω
voir
2.16��, l’équation (3.6) implique que sur 

γ la fonction mγ
t� est strictement croissante, ce qui nous permet de représenter γ par une fonction z
m� �z
m� pour m h ,m&, m�1, m& � m
t&�, m� � m
t��. Des équations 
3.5� $ 
3.6� on déduit que 

(3.8)   
0�
��0� � 

�,���NM	
�,�� pour 
�, �� h ª. 

La définition des sous‐domaine d1 et d2 et la relation (3.8) entraînent que 0�
��0� r 0 si 
�, �
��� h d� et que 0�
��0� | 0 si 
�, �
��� h d�, ce qui prouve la deuxième partie de l’énoncé du lemme.  

On voit aisément que, quelque soit γ h Γ�, Σ et γ possèdent au plus un point commun, que nous notons 


�û
ª�, �û
ª��. 
Si on définit Jú par la relation 


�´
Jû�, �´
Jû�� h ú, 

on a 


�û
ª�, �û
ª�� � 
�´
Jû�, �´
Jû��. 
On remarque que �ú
ª� et �ú
ª� vérifient les relations 

�ú
ª� � �ú
�ú
ª�� � �ª
Jú�, �ú
ª� �  max �
��. 
Nous posons 

(3.9)   ª
1� � ª ³ d1, ª
2� � ª ³ d2, 

Ó1
1� � �ª
1� � ª ³ d1|ª h Ó �, 
Ó1
2� � �ª
1� � ª ³ d2|ª h Ó � 

Comme z
m� est strictement croissante pour m& � m � mΣ
γ� et strictement décroissante dans mΣ
γ� � m �m� (voir le lemme 3.2), on peut définir les fonctions mγ

��
z� et mγ


��
z� par les relations 
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(3.10)   � � �
́��
�� � 
�, �� h ª
��, � � �
́��
�� � 
�, �� h ª
��. 
Lemme 3.3. On suppose que ú ³ ª è �. Alors, quelque soit  r 0, il  existe un > � >
�� r 0 tel que 

(3.11)   - �È
W¿
k�
�’�,�’�
�û
´��þ
´�T� 0�′ � �, - �È
W¿
m�
�’�,�’�

�û
´�T��þ
´� 0� ′ � �. 

Corollaire.  On pose 

�1
ª� � �ú
ª� si ú ³ ª è �, �1
ª� � 1 si ª e d�, 

�2
ª� � �ú
ª� si ú ³ ª è �, �2
ª� � 1 si ª e d�. 

Alors, quelque soit � r 0, il  existe un > � >
�� r 0 tel que 

- �È
W¿
k�
�’�,�’�
�k
¿��k
¿�T� 0�� � �, 

- �È
W¿
m�
�©�,�©�
�m
¿�T��m
¿� 0�� � �. 

4.  Transformation de l’équation 

Les caractéristiques ª étant définies, nous pouvons écrire l’équation(3.4) comme la Famille d’équations sur ª h Ó� 

(4.1)   
00J�
�ª
J�, �ª
J�� � 

� $�
�´
J�, �´
J��
�IWND.
�´
J�, �´
J�� � I�

�´
J�, �´
J��� � 

��´
J�2 U VW¿
��
& 
�´
J� $ ��, ����
��, �´
J���
�´
J� $ ��, �´
J��0�� � 

$�´
J� - V�& 
�´
J�, ����
�´
J�, �´
J���
��, �´
J��0��; 
ici, pour ne pas alourdir l’]́3c¯J
c], nous avons écrit 

I�NM	
�ª
J�, �ª
J��, I�

�ª
J�, �ª
J�� 
au lieu de 

I�NM	
�, ��|
�,���
�ª
J�,�ª
J��, I�

�, ��|
�,���
�ª
J�,�ª
J��. 
Si nous introduisons les opérateurs O,�, �; �, �1 et C,�, �; �1 par 

(4.2)   O,�, �; �, �1 � - VW& 
� $��, ����
� $��, ���
��, ��0��, 
(4.3)   C,�, �; �1 � - V�& 
�,����
��, ��0��, 
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nous pouvons écrie l’équation (4.1) sur ª dans la forme 

(4.4)   
00J�
�ª
J�, �ª
J�� � 

� $�
�´
J�, �´
J��
�IWND.
�´
J�, �´
J�� � I�

�´
J�, �´
J��� � 

��´
J�
��O,�´
J�, �´
J�; �, �1 $ �
�´
J�, �´
J��C,�´
J�, �´
J�; �1�. 
Si on considère l’équation (4.4) séparément sur ª
1� � ª ³ d1 et sur ª
2� � ª ³ d2, on 

peut même transformer (4.4) dans une forme relative à la variable �. On rappelle que sur ª � ª
�� x ª
�� on a 

(4.5)   
0�0J � 0�0� 0�0J � 0�0� 

�ª
J�, �ª
J��. 

Considérons d’abord l’équation sur ª
1� et utilisons la fonction �ª
1�
�� (voir (3.10)). Si on introduit les 

notations �
ª; ��, NM	
ª; ��, 

ª; �� par 

(4.6)   �
ª; �� � �
�
́��
��; ��, NM	
ª; �� � NM	
�ª
1�
��; ��, 

ª; �� � 

�
́��
��; ��, 
compte tenu de la relation (4.5), nous pouvons écrire l’équation 
4.1� dans la forme 

(4.7)   
0�
ª;��0� � $ �
ª;��

ª;�� 
�ª
1�
��I�NM	
ª; ��� � I�

ª; ��� � 

�W¿
k�
��È
´;�� 
��O,�
́��
��, �; �, �1 $ �
ª; ��C,�
́��
��, �; �1�. 
L’équation (4.7) doit être envisagée sur 1�¯zJ]c�\		] ,�&
´�, ��
´�1 et avec la condition initiale 

(4.8)   �
ª; �&
´�� � �
�
́��
�&
´��, �&
´��, 
où z&
γ� (resp. z�
γ�) est la valeur la plus petite (resp. grande) de z sur γ
��. La condition (4.8) n’est autre que la 

condition (2.3) restreinte sur S& x Sõ et exprimée par rapport à γ
�� h Γ
��. Sur γ
��, en utilisant la fonction mγ

��
z� et les notations σ
γ; z�, hòó
γ; z�, u
γ; z� tout analogues (avec mγ


��
z� au lieu de mγ

��
z� dans (4.6)), 

compte tenu de (4.5), l’équation (4.1), de manière tout analogue à (4.7), peut être écrite dans la forme 

(4.9)   
0�
ª;��0� � $ �
ª;��

ª;�� 
�ª
2�
��I�NM	
ª; ��� � I�

ª; ��� � 

�W¿
m�
��È
´;�� 
��O,�
́��
��, �; �, �1 $ �
ª; ��C,�
́��
��, �; �1�. 
L’équation (4.9) doit être considérée sur l’intervalle ,0, ��
´�1, où �2
ª� est la valeur la plus grande de � sur ª
2�. 
Si ª
2� ³ ú � �, alors �2
ª� � 1; si ª
2� ³ú è �, alors �2
ª� � �ú
ª�. La condition (2.3) se traduit en 

(4.10)   �
ª; ��
´�� � �
ª; 1� � �
�
́��
��
´��, ��
´�� si 
�
́��
��
´��, ��
´�� h b�. 
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D’autre part, si 
�
́��
��
´��, ��
´�� h ú, alors la valeur de �
ª; ��
´�� doit être égale à la valeur au point � ���
´� � ��
´� de la fonction �
ª; �� qui satisfait à (4.7). 

Il est utile de rappeler que dans d1 on a 

�, �� r 0 et dans d2 on a 

�, �� | 0. Donc, même si 

formellement (4.9) ne diffère de (4.7) que par la présence de �ª
2�
�� au lieu de �ª
1�
��, les signes des facteurs 

�
ª;��

ª;�� et 
�ª
1�
��

ª;��  (respectivement 

�ª
2�
��

ª;�� ) dans leur second membre sont opposés l’un à l’autre. 

5.  Résolution de l’équation dans �Ï 

Pour résoudre l’équation (2.1) (ou (3.4)) avec les conditions (2.3), nous la résolvons d’abord dans d1, en 
supposant que dans d2 la fonction � est égale à une fonction donnée � et puis nous allons résoudre l’équation 
dans d2 avec la fonction � � �� dans d1, �1 étant la solution obtenue dans l’étape précédente. On cherchera 
ensuite un point fixe de l’opérateur qui, à �, associe la solution �2 de la seconde étape. 

Pour construire la solution � � �� dans d1 avec la donnée � dans d2, on suppose qu’une fonction �
�, �� est 
donnée dans d2 et vérifie la condition 

(5.1)   0 �  inf �
�, �� �  sup �
�, �� | ∞. 

Pour préciser les conditions sur l’]^¯�J]z3] et l’
z¯3¯J]́ de la solution � dans d1 avec � dans d2, nous 
posons 

(5.2)   yN �  sup |�I�NM	
�, �� � I�

�, ��|, 
(5.3)   yV �  sup �V
�,���. 

En vertu du lemme 3.3 nous pouvons choisir un >1 r 0 tel que 

(5.4)   - �È
W¿
k�
�©�,�©�
�û
´��û
´�T�k 0�� � 

� �� 	õ
 

�+S��
��¹�¸©�k��
�,�©��Âk
¶þ
¸©�,¼��,��
Wþ¡TW��. 
Posons encore 

(5.5)   w1 �  sup  �1|
�, �� h ª
��, � � �û
ª� $ >��. 
ª
1� h Ó
1� 

ª; �� 

Proposition 5.1 On suppose que � vérifie la condition (5.1) et que 

(5.6)   ����¼
�¹x�)� | ��
��kS�m�k
��kT���. 
où 

(5.7)   31 � 2
yN �yV sup ��
�, ���C1
�ú
��,∞��w1, 
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32 � 2yVw1
�ú� $��, �ú� �  sup �ú
��. 

Alors il existe une fonction σ
m, z� � σ�
m, z� qui vérifie dans Ω� l’équation (2.1) dans laquelle on substitue 
σ
m, z� à la place de σ
m, z� pour 
m, z� h Ω� et la condition (2.3) (restreinte à S& x Sõ); cette solution est 
unique dans la classe L∞
Ω��. 
Démonstration. Pour construire la solution σ dans Ω�, on construit d�abord une approximation successive �σ,�1��hÀ, en utilisant la structure de l’équation 
4.7� (et de la condition (5.1) �. On pose 

(5.8)   �,01
ª; �� � �
�ª
1�
�0
ª��, �0
ª�� 

et, si �,z1 est bien définie, on pose 

(5.9)   �,z�11
ª; �� � �
�ª
1�
�0
ª��, �0
ª�� � �1
�,z1�
ª; ��, 

où �1
�� est l’opérateur intégral défini par 

(5.10)   �1
��
ª; �� � $- �
ª;���

ª;�’���0
ª� 
�ª
1�
���I�NM	
ª; ��� � I�

ª; ����0�� � 

�- W¿
k�
�©�È
´;�’���¹
¿� 
��O,�
́��
���, ��; �, �1 $ �
ª; ���C,�
́��
���, ��; �1�0��. 
Lemme 5.1 Quelque soit z h À, �,z1 est bien définie et on a 

(5.11)   ��,Á1
�, ����¼
W,Wþ
��� � �||�||Â¼
�¹x�)���k��T��m�k||�||Â¼
�¹x�)�
��k�T�� pour 0 � � � 1. 

Démonstration On déduit de (5.9) (voir aussi (5.10)) que 

(5.12)   |�,ÁS�1
ª; ��| � �

�
́��
�&
´��, �&
´��� � 

�U |�,Á1
ª; ���|

ª; �’��
�¹
¿� |�
́��
���IWND.
ª; ��� � I�

ª; ���|0�� � 

�- W¿
k�
�©�È
´;�’���¹
¿� 
�� |O,�
́��
���, ��; �,Á1, �,Á11| � |�,Á1
ª; ���C,�
́��
���, ��; �,Á11|�0��. 
En écrivant ��,Á1
�, ����∞ et ����∞ au lieu de ��,Á1
�, ����∞ et ����∞
�¹x�kx�)�, on déduit de (5.12) (voir aussi 

(5.2), (5.3)) que 

(5.13)   |�,ÁS�1
ª; ��| � ����¼ � 

�
y[ � y¢  sup ��
�, �����k
Wþ
�©�,���U ��,Á1
�, �����¼

ª; ���
�¹
¿� 0�� � 

�y¢
�ûS $��- ��,�1
�,�©��Â¼mÈ
´;����¹
¿� 0��. 
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Donc, en vertu de (5.4) et (5.5) on a 

(5.14)   |�,ÁS�1
ª; ��| � ����¼¡  

�3�2 U ��
�¹
¿� �,Á1
�, �����¼0�� � 14  sup ��,Á1
�, �����¼¡  

� �m� - ���¹
¿� �,Á1
�, �����¼� 0�� � ��  sup ��,Á1
�, �����¼, 

où 31  et 32  sont les constantes définies dans (5.7). Comme (5.13) est valable pour tout ª
1� h Ó
1� , en 

définissant de manière naturelle la fonction �,z�11
�, �� sur d1 et les normes ��,ÁS�1
�, ����∞
W,Wþ
��� (pour �ú
�� voir (3.2)), on déduit de (5.14) que 

(5.15)   ��,ÁS�1
�, ����¼ � ����¼¡  

�3�2 U ��& �,Á1
�, �����¼0�� � 14  sup ��,Á1
�, �����¼¡  

� �m� - ��& �,Á1
�, �����¼� 0�� � ��  sup ��,Á1
�, �����¼. 

Considérons la fonction 

(5.16)   �
�� � 2||�||C∞]31�1$23231||�||C∞
]31�$1�, 0 � � � 1. 

On constate que �
�� vérifie les relations 

00��
�� � 31�
�� � 32�
��, �
0� � 2���C∞  

et donc 

(5.17)   �
�� � 2���C∞ � 31 - ��0 
���0�� � 32 - 
�0 �
����20��. 
D’après (5.6) et (5.16) on a également 

�
1� � 1. 

On va montrer que, quelque soit  h À, la fonction �,z1 vérifie l’inégalité 

(5.18)   ��,Á1
�, ����¼ � �
��. 

En effet, pour n� 0, l’ ¯z]́M\	¯J ]́
5.18� résulte immédiatement de la définition (5.8). 

Supposons maintenant que �,z1 vérifie (5.18). En substituant (5.18) dans (5.15), on a 

��,ÁS�1
�, ����¼ � ����¼ � �k� - ��& 
���0�� � �m� - ��& 
���0�� � ���
�� � ���
��, 
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ou, compte tenu de la relation �
�� � �
1� � 1, 

��,ÁS�1
�, ����¼ � ����¼ � �k� - ��& 
���0�� � �m� - ��& 
���0�� � ���
��. 
Cette inégalité et l’égalité 
5.17� entraînent �σ,�S�1
�, z��L∞ � X
z� pour z h ,0,11, ce qui démontre (5.18) et 
donc (5.11). Le lemme est démontré.  

Suite de la démonstration de la proposition 5.1. En faisant la différence entre la n �m‐ième approximation 

σ,�S	1 et la n‐ième approximation σ,�1, des définitions (5.9) et (5.10) on obtient 

(5.19)   �,z��1
ª; �� $ �,z1
ª; �� � - 1

ª;����� �
���0��, 
où 

�
�� � 
�,ÁSWT�1 $ �,ÁT�1�
�
́��
��IWND.
ª; �� � I�

ª; ��� � 

��
́��
��2 
O,�
́��
��, �; �,ÁSWT�1, �,ÁSWT�11 $ O,�
́��
��, �; �,ÁT�1, �,ÁT�11� � 

$�
́��
��
�,ÁSWT�1
ª; ��C,�
́��
��, �; �,ÁSWT�11 $ �,ÁT�1
ª; ��C,�
́��
��, �; �,ÁT�11�. 
D′\�c]̀� les définitions (4.2), (4.3) et l′¯z]́M\	¯J ]́
5.11� ainsi que l′N_��JN]̀�] sur �, il existe deux constantes y0 et y1 telles que 

(5.20)   |�
��| � y&, 

(5.21)   |�
��| � y���,ÁSWT�1
�, �� $ �,ÁT�1
�, ����¼. 

Soit � un nombre réel strictement positif. D′\�c]̀� le lemme 3.3 il existe un >
�� r 0 tel que 

(5.22)   - �È
´;���þ
´��û
´�T�
h� 0�� �  ���¹ �ª
�� h Ó
��. 
On pose 

(5.23)   C1
�� � ª
1� h Ó sup � 1

ª;�� |
�, �� h ª
1�, � � �ú
ª� $ >
���. 
Des relations 
5.19� $ 
5.23� on déduit que 

|�,ÁSW1
ª; �� $ �,Á1
ª; ��| � C�
��y� - ��& �,ÁSWT�1
�, ��� $ �,ÁT�1
�, �����¼0�� �  ��, 

d’où 

��,ÁSW1
�, �� $ �,Á1
�, ����¼ � 

� C�
��y� - ��& �,ÁSWT�1
�, ��� $ �,ÁT�1
�, �����¼0�� �  ��. 

En répétant une procédure analogue, on arrive à l’inégalité 
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(5.24)   ��,ÁSW1
�, �� $ �,Á1
�, ����¼ � 
C�
��y��Á ��Á! ��,W1 $ �,&1��¼
gk� �  ��∑ �"!ÁT�"7& . 

Comme, en vertu du lemme 4.1, il existe un zh h À tel que 


C�
��y��Á ��Á! ��,W1 $ �,&1��¼
gk� �  � �z u zh, 

on déduit de (5.24) que 

(5.25)   ��,ÁSW1
�, �� $ �,Á1
�, ����¼ � � �z u zh, �� u 1. 

c’est–à–dire, �σ,�1��hÀ est une suite de Cauchy dans la topologie de L∞
Ω�� et donc, quand n tend vers l’infini, 

σ,�1 converge vers une fonction σ � σ� dans L∞
Ω��. 
Il n’ est pas difficile à démontrer que la limite σ � σ� satisfait à l’équation(2.1) dans laquelle on substitue 
σ
m, z� à la place de σ
m, z� pour 
m, z� h Ω� et à la condition (2.3) et que la solution est unique.  

6.  Résolution de l’équation dans �# 

Maintenant on se propose de résoudre l’équation (2.1) dans Ω�, en supposant que dans Ω� la fonction σ est 
égale à une fonction donnée σ (plus tard on substituera à σ la solution σ� de l’équation (2.1) dans Ω� avec σ 
donnée dans Ω�). 

De manière analogue au cas relatif à Ω�, on suppose que 

(6.1)   0 �  inf �
�, �� �  sup �
�, �� | ∞ 

et, à l’aide du corollaire du lemme 3.3 on choisit un >2 r 0 tel que 

(6.2)   - �|È
W¿
m�
�’�,�’�|
�m
¿��m
¿�T�m 0�� � 

� 14 max 

y[ � y¢����¼
gk�
�ûS $���, y¢
�ûS $��� 

( yN et yV sont les constantes introduites dans (5.2) et (5.3)) et nous posons 

(6.3)   w2 �  sup  �1|
�, �� h ª
��, � � ��
´� $ >��. 
ª
2�hÓ
2� |

ª; ��| 

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution � � �� dans d2, nous supposons, de manière analogue à 
(5.6), que 

(6.4)    max 
����∞
�k�, ��|û��∞
û�� � ��
��$S�%�$
��$T���, 
où �|ú est la restriction de � à ú et 

(6.5)   33 � 2
yN �yV���C∞
d1�
�ú� $���w2, �ú� �  sup �ú
��, 
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34 � 2yVw2
� $�ú$�, �ú$ �  inf �ú
��. 

� � ª
2� h Ó sup , ��ª
2�
0�|�ª
2�
�2
ª�� � ��. 
Proposition 6.1. On suppose que les conditions (6.1) et (6.4) sont vérifiées. Alors il existe une fonction 
σ
m, z� � σ�
m, z� qui vérifie dans Ω� l’équation (2.1) dans laquelle on substitue σ
m, z� à la place de σ
m, z� 
pour 
m, z� h Ω� et la condition (2.3) sur S� et la condition σ
m, z� � σ
m, z� pour 
m, z� h Σ; cette solution 
σ est unique dans la classe L∞
Ω��. 
Démonstration. Comme pour la proposition 5.1, nous allons utiliser la forme (4.9) sur γ
�� de l’équation. Or, 

dans le cas où le point de départ 
mγ

��
z�
γ��, z�
γ�� de γ
�� se trouve sur Σ, nous posons la condition 

(6.6)   �
ª; ��
´�� � �
�
́��
��
´��, ��
´�� si 
�
́��
��
´��, ��
´�� h ú, 

tandis que, dans le cas où 
�
́��
��
´��, ��
´�� h b�, nous considérons la condition (4.10) déjà introduite 

précédemment. Toujours comme dans la démonstration de la proposition 5.1, on construit une approximation 

successive �σ,�1��hÀ. On choisit σ,&1
γ; z� égale à la donnée initiale (4.10) ou (6.6), c’est-à-dire 

(6.7)   �,01
ª; �� � �
�ª
2�
�2
ª��, �2
ª��, 
où 

� � � si 
�
́��
��
´��, ��
´�� h ú, � � � si 
�
́��
��
´��, ��
´�� h b�, 

et, si �,z1 est bien définie, on pose (avec la même notation �
�ª
2�
�2
ª��, �2
ª�� utilisée dans (6.7) � 
(6.8)   �,z�11
ª; �� � �
�ª
2�
�2
ª��, �2
ª�� � �2
�,z1�
ª; ��, 

où �2
�� est défini par 

(6.8)   �2
��
ª; �� � $- �
ª;���

ª;�’���2
ª� 
�ª
2�
���I�NM	
ª; ��� � I�

ª; ����0�� � 

�- W¿
m�
�©�È
´;�’���m
¿� 
��O,�
́��
���, ��; �, �1 $ �
ª; ���C,�
́��
���, ��; �1�0��. 
Lemme 6.1. Quelque soit n h À, �,z1 est bien définie et on a 

(6.10)   �,z1
�, �� � 0 si � r �, 

(6.11)   ��,Á1
�, ����¼
Wþ
��,W� � �&¹,k��$��T��%�$&¹,k
��$�T�� pour 0 � � � 1, 

­0,1 �  max 
���C∞
b1�, ��|û��¼
û�� 

Suite de la démonstration de la proposition 6.1. Une fois construite la suite de solutions approchées σ,�1 vérifiant 
les relations (6.10), (6.11), on peut procéder de manière tout analogue à la démonstration de la proposition 5.1, en 
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faisant la différence σ,�S	1
γ; z� $ σ,�1
γ; z� (pour σ,�1 construites dans le lemme 6.1) comme dans (5.19) et en 
l’estimant comme dans 
5.20� $ 
5.25�, de sorte que la la démonstration de la proposition 6.1 sera complétée.  

7.  Estimations de 'Ï sur �Ï et de '# sur �# 

Même si la démonstration des propositions 5.1 et 6.1 contient implicitement (voir les lemmes 5.1 et 6.1) une 
majoration de la norme de σ� dans L∞
Ω�� et de celle de σ� dans L∞
Ω��, pour nos ultérieurs raisonnements il 

nous convient d�amé1iorer ces estimations. Nous commençons par la démonstration de la positivité de σ�. 

Lemme 7.1. Soit σ � σ� la solution de l’équation (2.1) dans Ω�, obtenue dans la proposition 5.1 (sous les 

conditions de la proposition 5.1). Alors on a (7.1)   �1
�, �� u 0 �
�, �� h d�. 

A l’aide du lemme 3.3 on choisit un (1 r 0 tel que 

(7.2)   - �È
W¿
k�
�′�,� ′�
�û
´��þ
´�T)k 0�′ � �� 	õ
 
�+,��
Wþ¡TW�� 

et on pose 

(7.3)   Z1 �  sup  �1|
�, �� h ª
��, � � �û
ª� $ (��, 
ª
1�hÓ
1� 

ª; �� 

(7.4)   �1 � 2yNZ1,  �2 � 2yVZ1
�ú� $��. 

On a le lemme suivant. 

Lemme 7.2. Soit � � �� la solution de l’équation (2.1) dans d1, obtenue dans la proposition 5.1 (sous les 
conditions de la proposition 5.1). Alors on a 

(7.5)   �1
�, �� � ­ �
�, �� h d�, 

où 

(7.6)   ­ � 2]\1���C∞
b0xb\�1$2\2\1��||C∞
b0xb\�
]\1$1�. 
Démonstration. On considère de nouveau l’équation 
4.7� vérifiée par σ. En vertu de la condition (5.1) et du 
lemme 7.1 on a 

�
ª; ��C,�
́��
��, �; �1 u 0, 

ce qui nous permet de déduire de (4.7) que 

(7.7)   |�
ª; ��| � ����¼ � y[ - ��
�,�©��Â¼È
´;�’���¹
¿� 0�� � 

�y¢
�ûS $��- ��
�,�©��Â¼mÈ
´;�’���¹
¿� 0��, 
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où on a écrit ��
�, ����∞ et ����∞ au lieu de ��
�, ����∞ et ����∞
�¹x�kx�)�. 
L’inégalité (7.7) étant établie, on peut procéder 0�
z] manière analogue à la démonstration du lemme 5.1 (en 
particulier, à partir de (5.13)), en _ remplaçant 31 et 32 par �1 et �2 définis dans (7.4) (vois aussi (7.2), (7.3)). 
De la sorte on aura 

��
�, ����¼ � �||�||Â¼�)k��T�)m)k||�||Â¼
�)k�T�� pour 0 � � � 1, 

d’où le lemme.  

Lemme 7.3. Soit σ � σ� la solution de l’équation (2.1) dans Ω2, obtenue dans la proposition 6.1 (sous les 
conditions de la proposition 6.1) avec σ � σ1 dans Ω1 , où σ1  est la solution de l’équation (2.1) dans Ω1 
obtenue dans la proposition 5.1. Alors on a 

(7.8)   �2
�, �� u 0 �
�, �� h d�. 

Démonstration. On procède d’une manière analogue à la démonstration du lemme 7.1. On rappelle d’abord que � � �� satisfait, sur chaque ª
2� h Ó
2�, à l’équation(4.9) et que, en vertu de la définition de O, on a 

�ª
2�
��

ª;�� O,�ª
2�
��, �; �, �1 u 0. 

Analoguement au cas précédent, on choisit un (2 r 0 tel que 

(7.9)   - �|È
W¿
m�
�©�,�©�|
�þ
´��û
´�T)m 0�� � �� 	õ
 

�+S��&
Wþ¡TW��,��
Wþ¡TW�� 

et on pose 

(7.10)   Z2 �  sup  �1|
�, �� h ª
��, � � �û
ª� $ (��, 
ª
1� h Ó
1� 

ª; �� 

(7.11)   �3 � 2
yN � yV­
�ú� $���Z2, �4 � 2yVZ2
�ú� $��. 

On a le lemme suivant. 

Lemme 7.4. Soit � � �� la solution de l’équation (2.1) dans d2, obtenue dans la proposition 6.1 (sous les 
conditions de la proposition 6.1) avec � � �1 dans d1, où �1 est la solution de l’équation (2.1) dans d1 
obtenue dans la proposition 5.1. Alors on a 

(7.12)   �2
�, �� � 2]\3  max 
���C∞
b1�,­�1$2\4\3 max 
��||C∞
b1�,­�
]\3$1� �
�, �� h d�. 

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme 7.2, on considère  L’équation (4.9) vérifiée par � sur ª
2�. En vertu des lemmes 7.1 et 7.3 on a �1 u 0 et �2 u 0, et donc 

�
ª; ��C,�
́��
��, �; �1 u 0. 
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Compte tenu de cette relation, on déduit de (4.9) que 

(7.13)   |�
ª; ��| �  max 
����¼ , ���|û��¼� � 

�
y[ � y¢�����¼
gk�
�ûS $���U ��
�, �����¼

ª; �’��
�m
¿� 0�� � 

�y¢
�û
�� $ ��- ��
�,�©��Â¼mÈ
´;�’���m
¿� 0��. 
L’inégalité (7.13) étant établie, on peut procéder d)une manière analogue à la démonstration du lemme 6.1 (en 
particulier, à partir de (6.12)), en _ remplaçant 33 et 34 par �3 et �4  définis dans (7.11). De la sorte, en 

rappelant la continuité de �1 sur chaque ª
1� h Ó
1�, on aura 

��
�, ����¼ � � 	õ
 
||�||Â¼ ,||�k||Â¼��)$��T�)%)$ 	õ
 
||�||Â¼ ,||�k||Â¼�
�)$�T�� pour 0 � � � 1. 

A l’aide du lemme 7.2 on en déduit le lemme.  

8.  Existence de la solution dans � 

Maintenant nous allons chercher la solution du problème 
2.1� ou (3.4) comme un point fixe � � �2. 
On définit d’abord l’opérateur � qui, à � associe la solution �2 de l’]́{
\J¯�z 
2.1� dans d2, plus 
précisement on pose 

� � �� * �� 

avec 

�2:C∞
d2� ² C∞
d1� 

� ² �1 

et 

�1:C∞
d1� ² C∞
d2� 

�1 ² �2 

avec �1 et �2 sont définies ci-dessous. 

Proposition.8.1. L’équation (2.1) avec la condition 
2.3� admet une solution dans la classe y
,0,11, C∞
�S��. 
Pour démonter cette proposition on utilise le théorème de Schauder. On considère un ensemble ,0 

,0 � ��2 h C∞
d2�, 0 � ��
�, �� � Ã
0�� 
où Ã
0� � 2���C
%�∞]$31� �

1�23231||��C
%�∞�
1$]$31� �. 
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et , la fermeture de son convexité (l’ensemble convexe le plus petit qui contient ,0) 
, � 3�z� 
�
,&�� e ,& 

Il est clair que , est un convexe et �
,� e ,. On va montrer que , est compact. 

Lemme 8.1. On note � l’application qui, à � h ,, associe �2 h ,, telle que 

�
�� � 
�� * ���
�� � ��
��� � �� 

L’opérateur � est bien défini sur ,, et , est compact. 

Démonstration. En effet, d’après le lemme 8.1 toutes les fonctions �2 de , sont uniformément bornées, donc le 
premier point du théorème d′­�3�	¯-Arzela est vérifié. Maintenant on va montrer l’équicontinuité de �
,&�.  
Lemme 8.2. L’opérateur � est continu de C∞
d2� dans lui même. 

Démonstration de la proposition 8.1. On voit que a l’opérateur � est continu et d’après le lemme 8.2 la 
compacité de , est assurée par le théorème d’Ascoli-Arzela. Par conséquent, d’après le théorème de Schauder il 
existe un élément �2 h C∞
d2� tel que �
�� � �, c’est-à-dire � � �2. Ce qui achève la démonstration. 

  3.4. Calcul numérique (mouvement de l’air sur une montagne) 
 
1. Introduction 

    Nous allons présenter le résultat du calcul numérique des équations stationnaires du mouvement de l’air en 
une dimension. Les équations considérées concernent la vitesse, la température, la densité et la pression de l’air 
selon le modèle d’un gaz visqueux et calorifère et représentent un mouvement de l’air qui passe sur une 
montagne, c’est-à-dire sur des lieux élevés. Dans le cadre d’Analyse fonctionnelle, les équations d’un gaz 
visqueux et calorifère ont été étudiées par plusieurs auteurs, mais, même dans le cas stationnaire, il reste beaucoup 
à faire pour établir leurs propriétés fondamentales (parmi les travaux sur le sujet on trouve ,251, ,31, etc…). 

    L ’objectif de notre travail est de valider le modèle, en reproduisant le profil des quantités physiques à partir 
des équations, profil conforme aux lois physiques. En effet nous montrons que, suivant notre schéma de calcul, la 
température descend quand l’air arrive sur la montagne et croît de nouveau quand l’air descend de la montagne, 
comme prévu par la théorie physique. 

    Du point de vue technique, nous avons utilisé la méthode de différences finies (pour les généralités de la 
méthode de différences finies et ses applications aux équations de ce type,  voir par exemple ,281, ,271�. En 
outre nous avons considéré le problème de Cauchy des équations différentielles ordinaires du second ordre ; la 
motivation de ce choix est illustrée à la fin du paragraphe 3. La méthode du calcul utilisée dans le présent travail 
nous à été inspirée par le travail ,341. 
    Nous tenons à exprimer notre gratitude à wW� Cravero de l’Université de Turin, qui nous a donné des 
informations techniques pour le calcul. 
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2.  Equations du mouvement de l’air 

         Rappelons d’abord les équations générales du mouvement d’un gaz visqueux (voir par exemple ,131� 
I�- � .. 
- �� � 0,                           (2.1) 

- /���� � 
�..��0 �  .� � /" � #�0.
.. �� $ .� $ -M]�,       (2.2) 

-3� /B4B� � �..�0 � :∆� $ �.. � �  ∑ 
��=�89 � ��9�8= $ �� ><6.. ���<;67� ��=�89 � "
.. ���,       (2.3) 

où -
^, J�  désigne la densité de l'air, � � 
��
^, J�, ��
^, J�, ��
^, J��la vitesse de l'air, �
^, J� la température 
et �
^, J� la pression; en outre,   et  "sont les coefficients de viscosité, : le coefficient de 
thermoconductibilité, 3� la chaleur spécifique de l'air, M l'accélération de pesanteur et ]�  �  
0, 0, 1�4. Pour la 
pression � nous adoptons l'équation 

� � %ZW -�,                               
2.4� 
 

 

où % est la constante universelle des gaz et ZW la masse molaire moyenne de l'air. 

     Soit N
^�� une fonction suffisamment régulière qui représente la hauteur de la surface de la Terre. On va 
considérer l'écoulement dans une couche proche de la surface �^� � N
^���. 
      Pour modéliser cet écoulement par des équations en une dimension, définissons la vitesse ü le long de la 
surface �^� � N
^��� 

ü � 11 � / B[B8k0�2T
km /�� � B[B8k ��0,            (2.5) 

c'est-à-dire ü est la composante de la vitesse dans la direction 

¥; � 
 131 � N′� , 0,
N′31 � N′��4                          4N′ �

00^� N
^��5. 
   En outre on a besoin d'introduire la ‘’section du courant", qui n'est pas définie a priori, et l'effet de la friction 
avec la surface terrestre. Pour que la ‘’section du courant", ou l'épaisseur de la couche, soit déterminée de manière 
cohérente  avec la description du mouvement de l'air en dimension 3 représenté par le système d'équations 
2.1� $ 
2.4�, il faut qu'elle soit déterminée de sorte que la pression soit fonction de la densité et de la 
température  à l'intérieur de l'écoulement dans la couche considérée coïncide avec celle de l'extérieur. D'autre 
part pour caractériser l'effet de la friction avec la surface terrestre nous introduisons le terme $�ü dans 
l'équation de la quantité du mouvement. 
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  Dans la suite nous  écrivons simplement ^ au lieu de ̂ � et considérons le mouvement stationnaire de l'air 
dans une couche proche de la surface ou, ce qui est  équivalent mais plus facile à imaginer, dans un tuyau que 
nous construisons dans notre esprit. Désignons donc par b
^� la ‘’section" du courant ou du tuyau, alors en tenant 

compte des relations entre la longueur dans la direction  ¥; et la dérivée par rapport à ^, pour l'écoulement 
stationnaire de 
2.1�, on déduit l'équation de continuité ‘’en tuyau." 

                                
BB867
8��
8�8
8�

9�S[′m : � 0,                         (2.6) 

         Quant  à l'équation de la quantité de mouvement, on considère l'équation 
2.2� multipliée par ¥; ; on y 
introduit le terme de la friction avec la surface $�ü et le gradient de la pression de base $ª, de sorte que pour ü on a 

7�
9�S[′m ü BB8ü � ¾� Bm8B8m � ¾�ü $ ;

9�S[′m
��8 7�(¶ � $ [′

9�S[′m -bM $ �ü � ª,    (2.7) 

où 

¾� � 131 � N′� <
 3 /3N′� � 40 � "=, 

¾� � 131 � N′� N′′� <$
 3 /N′� � 40� " /2N′� $ 10=$ N′ /" �  30 N′′′, 

4N′′ � 0�0^� N
^�,  N′′′ � 0�0^� N
^�5 

L'expression des coefficients de 
2.7� résulte des calculs assez longs mais élémentaires. 

Pour l'équation du bilan de l'énergie, les calculs des coefficients de 
2.3� effectués en tenant compte des relations 

entre la longueur dans la direction de ¥;  et la dérivée 
BB8 , nous conduisent  à 

-3� �8
9�S[′m

B4B8 � : Bm4B8m $ ;(¶ -� BB86 8�
9�S[′m:� M�
 BB8ü�� � M�ü BB8ü � M�ü�,    (2.8) 

où 

M� � 131 � N′� 1 1
42 � N′�2 � "2, 

M� � $2N′
1 � N′��� N′′ / 3 � "0, 
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M� � 1
1 � N′��� N′′� 1 
1 � 43N′�� � "N′�2 

En vertu de l'équation 
2.6�, la fonction
7
8��
8�8
8�

9�S[′m   demeure constante. Nous écrivons O7 pour désigner cette 

constante, c'est-à-dire, on a  

7�8
9�S[′m � O7.          (2.9) 

Si la fonction b
^� est connue, l'équation 
2.9� nous permet de réduire l'inconnue - comme fonction de ü ou ü comme fonction de -. Dans notre calcul nous allons utiliser l'égalité  

             - � >?9�S[′m�8 .                         (2.10) 

 

3.  Schéma numérique avec une section donnée 

     Maintenant nous nous proposons de discrétiser les équations; en utilisant l'approximation centrique 

0ü0^ @87< A   ü
¯ � 1� $ ü
¯ $ 1�2 P 

0�ü0^� @87< A 
ü
¯ � 1� $ 2ü
¯� � ü
¯ $ 1��P� 

pour ̄  �  1, … ,P $ 1 et analoguement pour �, on écrit la version discrétisée des équations 
2.7� et 
2.8� dans 
lesquelles nous substituons la relation 
2.10�. De 
2.7� on obtient l'équation discrétisée 

B7 8
<S��T8
<T��� P � ¾�
¯�Cü
¯ � 1� $ 2ü
¯� � ü
¯ $ 1�DP� � ¾�
¯�ü
¯� $ "?;
(¶9�S[′m
<� E6B9�S[′m
<�B8 : 4
<�8
<��

91 � N′�
¯� �� < �8
<S�� $ �8
<T��=P�
¯� � 9�S[′m
<�� 4
<S��T4
<T��8
<� PF $ N′
¯�B7M �8
<�$ �ü
¯� � ª,    ¯ � 1,… ,P $
1,     (3.1) 

tandis que de 
2.8� on déduit 

B73� 4
<S��T4
<T��� P �:GC�
¯ � 1� $ 2�
¯� � �
¯ $ 1�DP�H$
% "?9�S[′m
<��
<�(¶ 4
<�8
<� Eb
¯�8
<S��T8
<T��� P6 �

9�S[′m
<�:� b
¯� BB8 �
9�S[′m
<�ü
¯� �
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Cb
¯ � 1� $ b
¯�DP �
9�S[′m
<�ü
¯�F � M�
¯� /8
<S��T8
<T��� P0� � M�
¯�ü
¯� 8
<S��T8
<T��� P �

M�
¯�ü
¯��,       ¯ � 1,… ,P $ 1.       
3.2� 
Pour la commodité du calcul nous réécrivons les équations 
3.1� et 
3.2� dans la forme 

ü
¯ � 1� <"?I� $ ¾�
¯�P� $ "?;�(¶P 4
<�8
<�m=� �
¯ � 1� <"?;�(¶ P �8
<�m= � "?� ü
¯ $ 1�P � ¾�
¯�C$2ü
¯� �
ü
¯ $ 1�DP� � ¾�
¯�ü
¯� $ "?;

(¶9�S[′m
<� E6B9�S[′m
<�B8 : 4
<�8
<� �91 � N′�
¯� 8
<T��4
<��8
<�m P $ 9�S[′m
<�� 4
<T��8
<� PF$
N′
¯�B7M �8
<�$ �ü
¯� � ª,    ¯ � 1,… ,P $ 1,    
3.3� 
ü
¯ � 1� <% "?I4
<��(¶8
<�$ M�
¯� I� ü
¯� $ M�
¯�8
<�T8
<T��� P�=� �
¯ � 1� <"?�J� P $ :P�= � "?�J� P�
¯ $ 1� �
:,$2�
¯� � �
¯ $ 1�1P� $ % "?9�S[′m
<��
<�(¶ 4
<�8
<� Eb
¯� T8
<T��� P6 �

9�S[′m
<�:� b
¯�ü
¯� BB8 �
9�S[′m 
¯� �

�
9�S[′m
<� Cb
¯ � 1� $ b
¯�DPü
¯�F$ M�
¯�ü
¯ $ 1�Cü
¯� $ ü
¯ $ 1�D Im

� $ M�
¯�ü
¯�8
<T��� P �
M�
¯�ü
¯��,    ¯ � 1,… ,P $ 1;       
3.4� 
nous avons  également adopté l'approximation 

M�
¯�Kü
¯ � 1� $ ü
¯ $ 1�2 PL� M M�
¯�ü
¯ � 1� $ ü
¯ $ 1�2 P
ü
¯� $ ü
¯ $ 1��P 

du terme non-linéaire pour rendre explicite le schéma numérique. 

   Si la fonction b
^� est donnée, on peut résoudre le système d'équations 
3.3� et 
3.4� avec les données des 
valeurs de ü
0�, �
0�, ü
1�, �
1�, c'est-à-dire comme le problème de Cauchy avec les données initiales ü
0� �
 \&,   �
0� �  Ô&, B8B8 @87& A Cü
1� $ ü
0�DP � \�, B4B8 @87& A C�
1� $ �
0�DP � Ô� . En effet nous allons le 

résoudre, en choisissant les valeurs convenables de \&, Ô&, \�, Ô�.   

    Notre choix d'utiliser la méthode de différences  finies pour le problème de Cauchy est motivé avant tout par 
le fait que, si dans les  équations 
2.7� et 
2.8� on substitue aux coefficients les valeurs raisonnables du point de 
vue physique, on constate que les coefficients des termes ayant la dérivée première de ü et de � sont beaucoup 
plus grands que ceux des termes diffusifs ayant la dérivée seconde de ü et de �; cette circonstance rend difficile 
l'application de la méthode variationnelle au problème aux limites. 

    Si nous considérons le problème de Cauchy, le choix des valeurs de ü
0� et �
0� sera motivé par la 

considération physique. D'autre part, nous choisissons les valeurs de Cü
1� $ ü
0�DP � \� et C�
1� $�
0�DP � Ô�  dans l'esprit de la considération suivante. 
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  On considère l'équation différentielle du second ordre 

Ã′
^� � w
^�Ã′′
^� � M
Ã
^�, Ã′
^�, ^�,       
3.5� 
à valeurs dans %Á avec une fonction M régulière et w régulière et petite, et on suppose que 

Ã
0� � Ã& h  %Á.            
3.6� 
A l'équation 
3.5� on associe l'équation différentielle du premier ordre 

ÃN ′
^� � M
ÃN
^�, ÃN ′
^�, ^�,        
3.7� 
et on considère la condition initiale 

ÃN
0� � Ã&.         
3.8� 
       Maintenant on suppose que le problème de Cauchy 
3.7� avec la condition 
3.8� admet une unique 
solution dans l'intervalle ,0, 11 est que la solution est régulière, ce qui arrive lorsque M est régulière. 

         On considère un autre problème de Cauchy 

OP′
^� � w
^�P′′
^� � N
P
^�,P′
^�, ^� � (
^�,P
0� � Ã& � �&                   , P′
0� � ÃN′& � �� ¨         
3.9� 
où 

N
P
^�,P′
^�, ^� � M
P
^�,P′
^�, ^� $ w
^�ÃN ′′
^�. 
Comme ÃN 
^� est la solution de 
3.7� avec la condition 
3.8�, il est  évident que si  ( � 0, �& � 0, �� � 0 le 
problème 
3.9� admet la solution P
^�  �  ÃN 
^�. On suppose que ce problème est bien posé pour ( � 0, �& �0, �� � 0. Alors pour 
(, �&, ��� dans un voisinage de 
0, 0, 0� il admettra une unique solution P
^� � Ã
^� ,  

c'est-à-dire Ã 
^� sera la solution de 
3.5� avec la condition 
3.6� et la condition Ã′ 
0�  �  Ã′Q
0�. 
4. Approximation successive pour la section 

   Comme nous l'avons mentionnée plus haut, la section du courant b
^� devra être déterminée de telle sorte que 
la pression déterminée par la densité et la température à l'intérieur de l'écoulement dans le ‘’tuyau" coïncide avec 
celle de l'extérieur. D'autre part, nous résolvons les équations 
3.3� et 
3.4� avec la fonction b
^� donnée. 
Donc pour déterminer la section b
^� de telle sorte que la pression intérieure déterminée directement par la 
solution des équations 
3.3� et 
3.4� corresponde à la pression extérieure estimée à l'aide de la densité - 

obtenue, nous construisons une approximation successive b,Á1, z � 1,2, ….      

    Choisissons d'abord b,�1 de manière convenable; par exemple nous choisissons 

b,�1
^� � 1. 
Cela  étant, considérons la z-ième approximation b,Á1 de la section du courant. En résolvant les équations 
3.3� et 
3.4� avec b �  b,Á1, on obtient la solution 
ü, ��  �  
ü,Á1, �,Á1�. On obtient également 
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-,Á1 � O731 � N′�b,Á1ü,Á1 ,    
(voir 
2.10�). Cela étant, nous définissons la pression extérieure estimée ��,ÁS�1 par 

 ��,ÁS�1
^� � �R& $U M-,Á1
^′� 0N
^′�0^′8
& 0^′,       
4.1� 

c'est-à-dire, estimée sur la base de la distribution verticale de -,Á1.  A partir de la pression extérieure estimée  ��,ÁS�1et de la température �,Á1 on définit la densité corrigée 

-�,ÁS�1 � ZW  ��,ÁS�1%�,Á1      
et, en utilisant la loi de la conservation de la masse 
2.9�, on définit la 
z �  1�-ième approximation b,Á1de la 
section du courant 

b,ÁS�1 � O731 � N′�ü,Á1-�,ÁS�1 .               
4.2� 
De cette manière on définit l'approximation successive b,Á1, z � 1,2, … de b.   

 5.  Résultat du calcul numérique 

    Nous avons effectué le calcul selon le schéma illustré ci-dessus, en choisissant le domaine  0 � ^ � 2. 10S� 
devisé en 200 pas 
¯ �  0, 1…200�, ü
¯ �  0�  �  ü
¯ �  1�  �  2 �/�, �
¯ �  0�  �  �
¯ �  1�  � 293,15°O  et 

N
^� � ÚK^ $ 10S4. 10� � 1L� K^ $ 10S4. 10� $ 1L� �¯    6. 10� � ^ � 140. 10�
0                                                                 \
Jc]�]zJ.   , ̈

     En outre nous avons utilisé les valeurs suivantes : l'accélération de la pesanteur M � 9, 8 M��/��, la 
constante universelle des gaz % �  8,31 . 10T]cM/��	]. O , la masse moléculaire moyenne de l'air ZW � 28, 96 M/��	], la chaleur spécifique 3� � S�  ;(¶, la pression au point initial 
¯ �  0� 1013 �Ô\c [dans le calcul 

nous utilisons la constante conventionnelle O7 calculée à partir de pression au point initial et la densité - est 

calculée par 
2.10�], le coefficient de friction � � 0.1 et le gradient de pression de base ª � 0.2 [ça correspond 
à la différence de 0.4  mbar de la pression en 200O� ]. Quant aux coefficients de viscosité  , "  et 
thermoconductibilité  :, nous avons utilisées les valeurs 120, 40, 100 respectivement; mais le résultat du calcul 
dépend très peu de ce choix. 

      Les résultats du calcul sont illustrés dans les figures insérées ci-dessous. On remarque en particulier que, au 
point ¯ �  100, qui correspond à la hauteur 1000�, la température � atteint approximativement  283,37°O, 
c'est-à-dire par rapport au point ¯ �  1  correspondant à la hauteur 0�  la température est descendue de 
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9,80 0]Mcé�, ce qui correspond presque parfaitement à la descente théoriquement calculée de la température due 
à la transformation adiabatique de l'air sans humidité. 

    En ce qui concerne la stabilité numérique, nous avons constaté que le schéma numérique proposé ci-dessus 
jouit d'une très bonne stabilité. En effet, comme nous l'avons évoqué en haut, les résultats sont très stables par 
rapport au changement des coefficients de viscosité  , " et thermoconductibilité  :, ce qui confirme le fait que 
la structure principale des  équations est donnée par la dérivée première et que les termes de la dérivée second 

demeurent petits. En outre, quelque soit b,�1 choisi dans le voisinage de 1, les solutions approchées ü,Á1,�,Á1   convergent, numériquement, très rapidement vers la même solution. 

Conclusion 

Des résultats forts intéressantes ont été obtenus (publications et communications ci-jointes), relatifs à 
l’étude mathématique, et l’approximation numérique de notre modèle avec les variantes que nous avons 
considérées et nous jugeons que les objectifs ci-dessous ont été atteints à travers une illustration de nos résultats  
à savoir : 

 

1- Une compréhension approfondie des phénomènes microphysiques concernant la formation des gouttelettes et 
des morceaux de glace dans l’atmosphère. 
 

2- Elaboration d’un modèle mathématique complet assez cohérent et objectif, modélisant les phénomènes 
atmosphériques en présence de toutes les transitions de phase gaz-liquide-solide et en considérant les six étapes 
des processus (condensation, évaporation, fusion, solidification et sublimation), tout en prenant en considération 
toutes les paramètres physiques présentes à savoir la température, la pression ,les gouttelettes, les morceaux de 
glaces, la chaleur latente  et le phénomène de radiation lors de la description des processus macro et 
micro-physiques.  
 

3-  Mise en place d’un système d’équations aux dérivées partielles non linéaires en dimension 3 sur la base des 
lois de comportement (conservation de la masse, conservation de la quantité du mouvement et conservation de 
l’énergie). Ce système a été validé en démontrant l’existence et l’unicité de sa solution. 
 

4- Des variantes du modèle mis en place et qui concerne l’étude de la condensation tel que le modèle 
monodimensionnel relatif à la chute de pluies ainsi que le modèle bidimensionnel stationnaire avec une condition 
d’entrée en présence d’un vent horizontal ont été élaborés et validés (existence et unicité démontrés) avec un 
choix de conditions aux bords naturelles (qui correspondent à la situation réelle de l’atmosphère). 
 

5- Une variante du modèle obtenu en (1-b) et qui concerne la formation des nuages sur une montagne a été étudié 
et validé. Une approximation numérique et un algorithme pour aboutir à une description réelle de la formation du 
nuage sur une montagne ont été élaborés, et les résultats obtenus concordant avec les résultats expérimentaux  et 
statistiques de physiciens et météorologue. Une étude stochastique de certaines équations du modèle à été 
effectuée ou l’existence d’une mesure invariante à été démontré.   
 

6-  Une étude approfondie du phénomène pluie en considérant le processus de coagulation couplé a la 
condensation et la vitesse de  la chute et déterminer seulement par la force gravitationnelle,  la friction entre les 
gouttelettes et l’air en présence d’un vent vertical, à été réalisée avec des  résultats fort intéressantes, qui nous ont 
permis de comprendre le phénomène des orages qui auront lieu dans les régions semi-désertique, ce qui nous a 
éclairé sur le phénomène de la désertification en Algérie qui est étroitement lie à la circulation de l’eau dans 
l’atmosphère.  
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